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САМОСТОЯТЕЛЬНЫЕ РАБОТЫ 

ВАРИАНТ 1. 

С-1. 
1. Дано: M ∈ AB, K ∈ AC, x ∈ MK; A, B, C 
не лежат на одной прямой. 
Доказать: x ∈ (ABC). 
Доказательство: 
M ∈ (ABC); K ∈ (ABC); MK ∈ (ABC), т.к.  
x ∈ MK, то x ∈ (ABC). 
Ч.т.д. 
 
2. Дано: α ∩ β = m, a ⊂ α, a ∩ β ≠ ∅. 
Найти: пересекаются ли a и m. 
 
Решение. 
Допустим, что прямые a и m не пересекаются.  
m ∈ α, a ∈ α. Значит, a || m. Значит, a || β. Это 
противоречит условию. Значит, a и m пересека-
ются. 
Ответ: a и m пересекаются. 

С-2. 
1. Дано: α ∩ β = EF, AB ⊂ α, C ∈ β. 
В плоскости β через т. C провести прямую 
так, чтобы она 1) пересекала AB; 2) скрещи-
валась с AB; 3) была параллельна AB. 
 
 
1) BC; 
2) FC; 
3) невозможно провести, если такую прямую возможно было 
провести, то т.к. она лежала бы в плоскости β и была параллельна 
AB, получилось бы, что AB ⊂ β, либо AB || β, что противоречит 
условию. 
2. 
Дано: AA1 || CC1, AA1 || BB1, BB1 = CC1. Доказать: B1C1 = BC. 
Доказательство: Т.к. AA1 || CC1 и AA1 || BB1, то BB1 || CC1, а т.к. 
BB1 = CC1, то BB1C1C — параллелограмм ⇒ B1C1 = BC. Ч.т.д. 
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С-3. 
1. Дано: ABCD — параллелограмм, 
E ∈ AB, F ∈ CD, BE:EA = CF:FD. 
Через E и F проведена плоскость α. 
Доказать: BC || α. 
Доказательство: 

Т.к. 
FD
CF

EA
BE

=  и AB = CD (ABCD — 

параллелограмм), то BE = CF и BEFC — параллелограмм, тогда 
EF || BC. Значит, BC || α. Ч.т.д. 

2. 
Дано: a || α, c || a, β ∩ α = b. 
Доказать: b || c. 
Решение. 
Т.к. a || α, то a || b; т.к. a || b и a || c,  
то b || c. Ч.т.д. 
 
 

С-4. 
1. 
Дано: ∠EMC = ∠MCA, ∠PEB = ∠EBC. 
Доказать: MEP || ABC. 
Доказательство. 
Т.к. ∠EMC = ∠MCA, то ME || AC;  
т.к. ∠PEB = ∠EBC, то EP || BC.  
Значит, (MEP) || (ABC). 
 
 

2. 
Дано: α || β, CD ⊂ α, E ∈ β, M ∈ α. 
Построить: ECD ∩ β, EMC ∩ β, EMD ∩ β. 
 
 
Решение: MC || β, MD || β, CD || β т.к. α || β. 
(ECD) ∩ β = b, CD || b т.к. CD || β. 
(EMC) ∩ β = a, MC || a т.к. MC || β. 
(EMD) ∩ β = c, MD || c т.к. MD || β. 
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С-5. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед,  
BE ⊂ A1BD. 
Доказать: BE || B1D1C. 
Доказательство: 
(A1BD) || (B1D1C) (т.к. A1B || D1C и BD || B1D1); 
т.к. BE ∈ (A1BD), то BE || (B1D1C). Ч.т.д. 
 
 
2. 
Дано: DABC — тетраэдр, ∠DBC=∠DBA = 
= ∠ABC = 90°, BD = BA = BC = 2 см. 
Найти S(ADC). 
Решение. 

224422 =+=+= BDABAD  см, 
аналогично DC = 22  см, AC = 22  см. 
⇒ ∆ADC — равносторонний,  
∠ADC = 60° 

S(ADC) =
2
1 ⋅ AD ⋅ DC ⋅ sin60° =

2
1 ⋅ 22 ⋅ 22 ⋅

2
3 = 32 см2. 

Ответ: 32 см2. 

С-6. 
1. 
Дано: DABC — тетраэдр, P ∈ AD,  
M ∈ BD, K ∈ BC, AP = PD, DM = MB. 
Построить: сечение плоскостью PMK. 
Решение. 
1) проведем прямую PM; 
2) проведем прямую MK; 
3) т.к. AP = PD и BM = MD, то PM — 
средняя линия в ∆ABD.  
Значит, PM || AB; 
4) в плоскости (ABC) проведем пря-
мую KN, параллельную PM; N ∈ AC; 
5) проведем прямую PN; 
6) (PMKN) — сечение тетраэдра DABC. 
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2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед, ABCD — квадрат со стороной 
8 см, боковые грани прямоугольники, 
AA1 = 3 см. E — середина A1B1. 
Построить: сечение плоскостью AEC. 
Найти: Pсеч.. 
 

Решение. 
1) K — середина B1C1; 
2) (EKCA) — сечение искомое, т.к. EK || A1C1 || AC. 

28646422 =+=+= DCADAC  см. 

EK =
2
1 A1C1 = 2

1 AC = 24  см. 

EA = KC =
2

2
1 1 1

1 9 16
2

AA A B⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 5 см. 

P(AEKC) = 2428 + + 5 + 5 = (10 + 212 ) см. 
Ответ: (10 + 212 ) см. 

С-7. 
1. Дано: ABC — правильный треуголь-
ник, O — его центр, OM ⊥ ABC, OM = 1, 
AB = 3. 
Найти: расстояния от т. M до вершин 
∆ABC. 
Решение. 
CC1 — высота, медиана ∆ABC. 
 
 

CC1 = 2
33

4
339

4
192

1
2 =⋅=−=− ACAC . 

CO =
3
2 CC1 = 3

2
33

3
2

=⋅ . 

MC = 3122 +=+ OCMO = 2. 
MC = MA = MC (т.к. ∆ABC — правильный и O — центр). 
Ответ: 2. 
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2. 
Дано: ABCD — параллелограмм,  
BE ⊥ ABC, FD ⊥ ABC. 
Доказать: ABE || DFC. 
Доказательство: 
Т.к. ABCD — параллелограмм, то  
AB || CD; т.к. EB ⊥ (ABC) и FD ⊥ (ABC), 
то EB || FD. Значит (AEB) || (FCD). Ч.т.д. 

С-8. 
1. Дано: ABCD — квадрат,  
EA ⊥ BC, K ∈ EB. 
Доказать: BC ⊥ AK. 
Доказательство: 
Т.к. BC ⊥ EA и BC ⊥ AB,  
то BC ⊥ (AEB); т.к. AK ∈ (AEB), 
то BC ⊥ AK. Ч.т.д. 
2. 
Дано: AC ∈ α, ∆ABC, ∠C = 90°, BB1 ⊥ α, 
CB1 ⊥ AC, AB = 25, AC = 24. 
Найти: S(∆ABC). 
Решение. 

22 2425 −=BC = 7 ⇒ S(∆ABC) =
2
1 ⋅ 7 ⋅ 24 = 84. 

Ответ: 84. 

С-9. 
Дано: M ∉ α; A, B ∈ α; AH и HB про-
екции MA и MB на α. 

MA = 18, MB = 1092 , 
BH
AH =

4
3 . 

Найти: P(M, α). 
Решение. 
AH = 3x, BH = 4x. 
MH2 = MA2 – AH2 = 324 – 9x2. 
MH2 = MB2 – BH2 = 436 – 16x2. 
324 – 9x2 = 436 – 16x2; 7x2 = 112, x = 4. 
MH = 2031801616436 ==⋅− . 
Ответ: 3 20 . 
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С-10. 
1. Дано: ∆ABC — равнобедренный, BH — 
высота в ∆ABC. AB = BC = 25, AC = 48,  
BD ⊥ ABC, 15BD = . 
Найти: P(D, AC). 
Решение. 

1
2

AH AC=  т.к. ∆ABC равнобедренный 

(AB = BC). 

BH = 5766252425 2222 −=−=− AHAB = 7. 
Т.к. BD ⊥ BH и BH ⊥ AC, то по ТТП DH ⊥ AC. 

DH = 154922 +=+ BDBH = 8. Ответ: 8. 
2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, 
ABCD — квадрат со стороной 2 см, боко-
вые грани — прямоугольники. 
B1D = 5 см. 
Найти: ∠(B1B, ABC), ∠(B1D; (DD1C1)). 
 

Решение. 
∠(B1D; (ABC)) = ∠BDB1 (т.к. параллелепипед прямоугольный). 

BD = 224422 =+=+ ADAB см. 

cos∠BDB1 = 5
22

1
=

DB
BD .  ∠(B1D; (DD1C1)) = ∠B1DC1. 

B1C1 = 2 см.  sin∠B1DC1 = 5
2

1

11 =
DB
CB . Ответ: 2 2arccos

5
; 2arcsin

5
. 

С-11. 
1. Дано: AB — ребро двугранного угла, обра-
зованного плоскостями α и β. ∠LKN — линей-
ный угол этого двугранного угла. M ∈ LKN. 
Найти ∠(KM, AB). 
Решение. 
Т.к. плоскость линейного угла перпендикуляр-
на к ребру двугранного угла, то любая прямая, 
лежащая в плоскости линейного угла, перпен-
дикулярна ребру двугранного угла. 

Ответ: 90°. 

D

A

B

CH

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

α β

B

A

L N

M

KStudyPort.ru



 11

2. 
Дано: ∆ABC — прямоугольный (∠C = 90°), 

∠A = 30°, AC = a, DC ⊥ ABC, DC =
2

3a . 

Найти: ∠(ADB, ACB). 
Решение. 
DK ⊥ AB, CK ⊥ AB, ∠((DAB),  
(ABC)) = ∠DKC. 
DC ⊥ CK, т.к. DC ⊥ (ABC) и CK ∈ (ABC). 

CK = AC ⋅ sin∠A = a ⋅
2
1 . tg∠DKC =

3
2 32 3

2
2

a
CD a

aCK a
⋅

= = =
⋅

. 

∠DKC = 60°. 
Ответ: 60°. 

С-12. 
1. 
Дано: ∆AMB ⊥ ABCD (ABCD — прямо-
угольник). 
Доказать: ∠MAD = 90°. 
Доказательство: 
∠((MAB), (ABC)) = 90°. 
MK — перпендикуляр к плоскости (ABC), K ∈ AB, MK ⊥ AD. 
Т.к. AD ⊥ AB и DA ⊥ MK, то AD ⊥ (AMB), т.к. AM ∈ (AMB), то 
AD⊥MA. Значит, ∠MAD — прямой. Ч.т.д. 
2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямоуголь-
ный параллелепипед, E, F, K — сере-
дины A1B1, A1D1, AD, AB = 4, AA1 = 6, 
A1C = 56 . 
Построить: сечение EFK. 
Доказать: EFK ⊥ ABC. 
Найти: AD. 
Решение: 
1) проведем EF; 
2) проведем FK; 
3) в плоскости (ABC) проведем прямую MK, параллельную EF; 
4) (EFKM) — искомое сечение. 

K

D

A B

C

M

A

B C

D
K

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

E
F

M

K
StudyPort.ru



 12

M — середина AB. Т.к. F — середина A1D1 и K — середина AD, то 
FK || AA1. Значит, FK ⊥ (ABC). Значит, (EFK) ⊥ (ABC). 

2) AC = 2036562
1

2
1 =−=− AACA ; 

AD = 162022 −=−CDAC = 2. Ответ: 2. 

С-13. 
1. Дано: ABCA1B1C1 — правильная 
треугольная призма. 
AA1 = 32 , 

AB = 
3

32 , M — центр CC1B1B. 

Найти: ∠(AM, (ABC)). 
Решение: 
∠(AM, (ABC)) = ∠MAK, где K — се-

редина BC (т.е. MK ⊥ AВC, т.к. MK || BB1). 
AK — высота и медиана в ∆ABC. 

AK =
9
3

9
3422 −
⋅

=− KCAC = 1. MK =
2
1 BB1 = 3 . 

tg∠MAK = 3
1

MK
AK

= ; ∠MAK = 60°. Ответ: 60°. 

2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — правильная 
четырехугольная призма, AB = 4 см, 
∠((AMC), (ABC)) = 45°. 
Найти: S(AMC). 
Решение: 
Т.к. ABCD — квадрат,  
то BD ⊥ AC ⇒ BK ⊥ AC. 
По Т.Т.П. MK ⊥ AC, значит,  

∠MKB = 45°. 
AC = BD = 241616 =+  см, BK = 22  см. 
Т.к. ∠MKB = 45°, то прямоугольный ∆KBM — равнобедренный, 
MK = 88 + = 4 см. 

S(AMC) =
2
1 ⋅ MK ⋅ AC =

2
1 ⋅ 4 ⋅ 24 = 28  см2. 

Ответ: 28  см2. 
(Т.Т.П. — теорема о трех перпендикулярах). 
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С-14. 
Дано: ABCA1B1C1 — прямая призма, ∆ABC 
— прямоугольный (∠C = 90°). 
AC = 4, CB = 3, ∠B1AC = 60°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
Т.к. CC1 ⊥ AC и AC ⊥ BC,  
то AC ⊥ (CBB1) ⇒ AC ⊥ CB1. 
∆ACB1 — прямоугольный;  
CB1 = tg∠B1AC ⋅ AC = 4 3 . BB1 = 2 2

1 48 9 39CB BC− = − = . 

AB = 91622 +=+ BCAC = 5. 
Sб.п.=P(ABC) ⋅ BB1 = (AB + AC + BC)BB1 = (5 + 4 + 3) 39 =12 39 . 
Ответ: 12 39 . 

С-15. 
1. Дано: ABCA1B1C1 — наклонная 
треугольная призма, ∆ACB — пря-
моугольный (∠C = 90°).  
AA1C1C ⊥ ABC. 
Доказать: CC1B1B — прямоугольник. 
Доказательство: 
Т.к. (AA1C1) ⊥ (ABC) и BC ⊥ AC, то 
(AA1C1) ⊥ BC, значит, BC ⊥ CC1. 
Значит, B1BCC1 — прямоугольник. Ч.т.д. 
2. Дано: S1 = 70 см2, S2 = 150 см2, 
∠MKP = 60°, AA1 = 10 см. 

1 1
150AA C CS = см2. 

1 1
70ABB AS = см2. 

Найти: Sбок — ? 
Решение: 
AA1 ⊥ (MKP) ⇒ KP ⊥ AA1, KM ⊥ AA1 
Т.к. AA1C1C параллелограмм,  
то 

1 1 1 150AA C CS KP AA= ⋅ = см2 ⇒ 

⇒ 
1

150 150 15
10

KP
AA

= = = см. 

Т.к. ABB1A параллелограмм, то 
1 1 1 70ABB AS KM AA= ⋅ = см2 ⇒ 

⇒ 
1

70 70 7
10

KM
AA

= = = см. 
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По теореме косинусов из ∆KMP. 

MP2 = KM2 + KP2 – 2·KM·КP·cos∠MKP = 49 + 225 – 2·15·7· 1
2

 =  

= 49 + 225 – 105 = 169 ⇒ MP = 13. 
Т.к. AA1 ⊥ (MPK) ⇒ AA1 ⊥ MP, т.к. AA1 || BB1 ⇒ BB1 ⊥ MP. 
Тогда 

1 1 1 10 13 130BB C CS BB MP= ⋅ = ⋅ = см2 (т.к. BB1 = AA1 и BB1C1C 

параллелограмм) ⇒ Sбок. = 70 + 150 + 130 = 350 см2. 
Ответ: 350 см2. 

С-16. 
1. Дано: AP = 4 см, BD = EC = 26 см. 
Найти: Sп.п.. 
Решение: 
BEDC— квадрат ⇒ BP = PD = 

= 23
2

=
BD см. 

AP — высота, т.к. пирамида правильная ⇒ ∠APB = 90° ⇒ 
⇒ AB = AE = AD = AC = 341816 =+ см. 

SBEDC =
2
1 EC ⋅ BD =

2
1 ⋅ 26 ⋅ 26 = 36 см2. 

Высота ∆ABC на основание BC, т.к. он равнобедренный, равна: 
2

2 5
4

BCh AC= − = см ⇒ 1 5 6 15
2ABCS = ⋅ ⋅ = см2. 

Sпир. = 4 ⋅ 15 + 36 = 96 см2. Ответ: 96 см2. 
2. Дано: ABCD — правильная треугольная 
пирамида, AB = a, DH — высота, DH = 2a. 
Найти: ∠DAH; ∠DMH — ? 
Решение: 
AH — радиус окружности, описанной 
около ∆ABC, 

AH = aAB
3
3

3
3

= ; 

1
2т.к.

cos30 3 3
2

ABAM ABAH

⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎜ ⎟= = =
°⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
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из ∆DHA: ∠DHA = 90° ⇒ tg(DAH) = 32
3

6

3
3
2

===

a

a
AH
DH  ⇒ 

⇒ ∠DAH = arctg 32 . 
MH — радиус окружности, вписанной в ∆ABC; 

MH = a
6
3  ⇒ из ∆MDH: tg(MDH) = 34

3
12

6
3
2

===

a

a
MH
DH  ⇒ 

⇒ ∠DMH = arctg( 34 ). Ответ: arctg 32 , arctg( 34 ). 

С-17. 
1. Дано: MACB — пирамида, ∆ABC пря-
моугольный (∠C = 90°), ∠CAB = 30°,  
BC = a, ∠MAH = 60°, где МH — высота 
пирамиды. 
Найти: MH — ? 
Решение: 
Т. к. все ребра равнонаклонены к основа-
нию, то H — центр описанной окружно-
сти ∆ABC. 
Высота MH, где H ∈ AB, т.к. центр описанной окружности ABC 

(∠C = 90°) ∈ AB, и AH = HB; из ∆ABC: sin30° =
AB
a

AB
BC

= ⇒ 

⇒ AB = 2a ⇒ AH = a; из ∆AMH: tg60° =
AH
MH  ⇒ 

a
MH

=3  ⇒  

⇒ MH = 3a . Ответ: 3a . 
2. Дано: MA ⊥ (ABC), MABC — пирами-
да. ∠(MBC, ABC) = 60°, AB = AC = 10,  
BC = 16. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
∆ABC — равнобедренный ⇒ AK — высо-
та и медиана ⇒ BK = KC = 8 ⇒  
⇒ AK = 64100 − = 6; т.к. AM ⊥ (ABC) ⇒ 
⇒ AM ⊥ AK 
AK — высота и медиана ∆ABC, MK — медиана ∆MBC, а т.к. MA ⊥ 
(ABC), то MC = MВ и ∆MBC — равнобедренный ⇒ MK — высота. 

M

A

C

B
H

M

A

B

C

K

StudyPort.ru



 16

Следовательно MK ⊥ BC и AK ⊥ BC ⇒ ∠AKM = ∠(MBC, ABC) = 60°. 

⇒ из ∆AKM: tg(60°) =
AK
AM  ⇒ AM = 36  ⇒ MK = 12 ⇒ 

⇒ SAMC = SABM =
2
1 AM ⋅ AB = 1036

2
1

⋅ = 330 ; 

SBMC =
2
1 MK ⋅ BC =

2
1 ⋅ 12 ⋅ 16 = 96 ⇒ Sбок. = 360 + 96. 

Ответ: 360 + 96. 

С-18. 
1. Дано: MABC — правильная треуголь-
ная пирамида, AB = a, грани наклонены 
под углом 60°, через среднюю линию 
основания, параллельно боковой грани, 
проведено сечение. 
Найти: Sсеч.. 
Решение: 
QR — средняя линия основания. 

QR || CB, QR =
2
1 CB, QS || BM ⇒ QSR — 

искомое сечение. 
Из подобия следует, что его площадь в четыре раза меньше пло-

щади ∆BMC. AA1 = 2
3 a, A1H =

6
3a  ⇒  

⇒ MA1 =
°60cos

1HA =
1
2

6
3

⋅
a =

3
3a  ⇒ S(MBC) =

6
3

3
3

2
1 2aaa =⋅  ⇒ 

⇒ Sсеч. = 24
3 2a . Ответ: 

24
3 2a . 

2. Дано: ADCDA1B1C1D1 — пра-
вильная усеченная четырехугольная 
пирамида. 
AB = 8, A1B1 = 6. 
Боковые грани наклонены к плос-
кости основания под углом 45°. 
Найти: Sбок. — ? 
Решение: 
Т.к. ∠KPH1 = 45°, ∠KH1P = 90° 

∆KPH1 — равнобедренный, KH1 = PH1  

M

A

C

BH

S

R

Q
A1

K

A

B C

D
H1

P

A1

B1 C1

D1M
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т.к. ∆AKD — равнобедренный, то P — середина AD ⇒ PH1 — 

средняя линия ∆ABD ⇒ 1
1 4
2

PH AB= = . 

2 2 2 2
1 1 4 4 4 2KP KH PH= + = + = . 

т.к. ∆A1KM и AKP подобны, то 1KM A M
KP AP

= , но 1 1 1
1 3
2

A M A D= = . 

1 4
2

AP AD= =  ⇒ 1 34 2 3 2
4

A MKM KP
AP

= ⋅ = ⋅ = . 

4 2 3 2 2MP KP KM= − = − =  

⇒ 
1 1

1 1 6 8 2 7 2
2 2AA D D

A D ADS MP+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Sбок. =4 ⋅ 7 2 = 28 2 . Ответ: 28 2 . 

С-19. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед, ABCD — прямоуголь-
ник, B1E = EC1, C1F = FD1. 
Решение: 
1) векторы, сонаправленные EF : 

11DB ; BD  (т.к. сонаправленность: 
если векторы параллельны или 
лежат на одной прямой и имеют 
одинаковое направление); 
2) векторы, противоположно направленные 1AB : DC1  (AB1 || C1D); 

1B A
uuuur

; 

3) имеют длину, равную 11CA : 1 1C A
uuuur

; 1 1B D
uuuuur

; 1D B
uuuur

; BD
uuur

; DB ; AC
uuur

; CA
uuur

. 
2. Дано: a ⊄ α, a ⊂ β, β ∩ α = b, A, B ∈ a; C, D ∈ b. 
Найти: при каком условии AB  и CD  — коллинеарны. 

α

β
A B

a
b

C
D

 
Решение: 
AB  коллинеарен CD , если a || b ⇒ a || α. 

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

E

F
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С-20. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — паралле-
лепипед. 
Найти: CDDDCBAB +++ 111  — ? 
Решение: 

1 1B C BC=
uuuur uuur

, 1 1DD CC=
uuuur uuuur

, 1 1CD C D=
uuur uuuuur

 

1 1 1

1 1 1 1

AB B C DD CD

AB BC CC C D AD

+ + + =

= + + + =

uuur uuuur uuuur uuur

uuur uuur uuuur uuuuur uuuur  

Ответ: 1AD
uuuur

. 

2. Доказать, что: )()( 1111 ABCBAAACACAC +−↑↓+− . 

Доказательство: 11 CCACAC =− ; 1111 CAACCC =+ ; 

ACBCABCBAB =+=− ; CAACAA 11 =+ ; CACA 11 ↑↓ . Ч.т.д. 

С-21. 
1. Дано: DABC — тетраэдр, 

12
2

DM DA DC= −
uuuur uuur uuur

. 

Изобразить: DM . 
Решение: 

1
1 | |
2

DC DM=
uuur uuuuur

; 2 | | 2DA DA DK= ⋅ =
uuur uuur uuuur

; 

KMDMDKDM 11 =−= , отложим 

от точки D вектор 1M K
uuuuur

, получим 1DM M K=
uuuur uuuuur

 — искомый. 
2. Дано: K ∉ ABC, AE = EB; BP = PC. 
Выразить: KPKE −  через AC . 
Решение: 

PEKPKE =− ; EP — средняя линия 

∆ABC ⇒ ||
2
1|| ACPE = ; 

PEAC ↑↓  ⇒ ACPE
2
1

−=  ⇒ 1
2

KE KP AC− = −
uuur uuur uuur

. 

Ответ: 1
2

AC−
uuur

. 

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

D

A

B

C

M1

K

M

CA

B

E P
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С-22. 
1. Дано: DABC — тетраэдр, AK = KC,  
DM = MK, aDA

r
= , bDB

r
= . cDC

r
= . 

Разложить: BM
uuuur

 по a
r , b

r
, c
r . 

Решение: 

( ) ( )1 1
2 2

DK DA DC a c= + = +
uuuur uuur uuur r r ; 

1 1 1
2 4 4

DM DK a c= = +
uuuur uuuur r r ; 1 1

4 4
BM BD DM a c b= + = + −

ruuuur uuur uuuur r r . 

Ответ: 1 1
4 4

a c b+ −
rr r . 

2. Дано: M — точка пересечения ме-
диан ∆AB1B, DM  — по DA , DC , 

1DD . 
Решение: 

( )1
2 2 1
3 3 2

AM AK AB AB⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

uuuur uuur uuur uuur
; 

1 1 1AB AA AB DD DC= + = +
uuuur uuuur uuur uuuur uuur

; 

⇒ ( )1 1
1 1 2
3 3 3

AM DD DC DC DD DC= + + = +
uuuur uuuur uuur uuur uuuur uuur

; 

1
1 2
3 3

DM DA AM DA DD DC= + = + +
uuuur uuur uuuur uuur uuuur uuur

. 

Ответ: DCDDDA
3
2

3
1

1 ++ . 

С-23. 
Дано: ABCA1B1C1 — правильная треуголь-
ная призма. 
AB = 2, AA1 = 1. 
Решение: 
1) Sп.п.п. — ? 

CCAAS
11

= AA1 ⋅ AC = 2 ⇒ Sбок. = 2 ⋅ 3 = 6; 

AD = 3  ⇒ S =
2
1 AD ⋅ BC = 3  ⇒  

⇒ Sполн. пов. = 6 + 32 . 

K

D

A

B

C

M

A

B
C

D

A1

B1 C1

D1

M

K

A

B

CK
D

B1
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2) CABS
1

 — ? 

Из ∆ABB1: AB1 = 52
1

2 =+ BBAB = CB1 ⇒ 

B1K = 2 ⇒ S =
2
1 ⋅ 2 ⋅ 2 = 2. 

3) Найти ∠B1AB — ? 

sin(B1AB)=
5

1

1

1 =
AB

BB  ⇒ ∠B1AB = arcsin ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
1 . 

4) ∠B1KB — ? 

∠B1BK = 90°; B1K = 2; B1B = 1 ⇒ sin(∠B1KB) =
2
1

1

1 =
KB
BB  ⇒ 

∠B1KB = 30°. 
5) CCBBACAA 111 2 −+−  — ? 

11 CAACAA =− ; CCCCBB 1112 =− ; 111111 ACCCCACCCA =−=+ ; 

CAAC ||11  ⇒ |||| 11 ACAC = = 2. 
6) Доказать, что A1C1 || ACB1. 
A1C1 || AC; AC ∈ (ACB1) ⇒ A1C1 || ACB1. 

Ответ: 1) 6; 2) 2; 3) 1arcsin
5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 4) 30°; 5) 2. 

ВАРИАНТ 2. 

С-1. 
1. 
Дано: a ∩ b = 0, A ∈ a, B ∈ b, Y ∈ AB. 
Доказать, что a, b и Y лежат в одной плоскости. 

B

A
Y

a
b

O

α  
Доказательство: 
a и b — лежат в одной плоскости α; A ∈ a и B ∈ b ⇒ A, B ∈ α ⇒ 
⇒ т.к. A, B ∈ AB ⇒ AB ∈ α, т.к. Y ∈ AB ⇒ Y ∈ α. Ч.т.д. 

55

B1

A CK 11

2
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2. 
Дано: α ∩ β = c, a ∩ β = A, b ∩ α = B. 
Доказать, что AB — линия пересече-
ния α и β. 
Доказательство: 
c — линия пересечения α и β. 
b ∈ β, c ∈ β ⇒ c ∩ b = B; аналогично: 
a ∩ c = A ⇒ A, B ∈ c ⇒ AB совпадает с c. Ч.т.д. 

С-2. 
1. В β через C провести прямую так, что 
1) она пересекала AB. Невозможно, 
т.к. AB || β. 
2) скрещивалась с AB — соединить C с 
EF — CK. 
3) параллельна AB: провести парал-
лельно EF — прямую CT 
(CT || EF || AB). 
2. 
Дано: A1C1 = AC, A1B1 = AB,  
A1C1 || AC, A1B1 || AB. 
Доказать, что CC1 || BB1. 
Доказательство: 
Т.к. A1C1 || AC и A1C1 = AC ⇒ AA1C1C — 
параллелограмм. 
A1B1 = AB, A1B1 || AB ⇒ AA1B1B — паралле-
лограмм ⇒ 
AA1 || B1B и AA1 || C1C ⇒ CC1 || BB1. Ч.т.д. 

С-3. 
1. Дано: E ∈ AB; F ∈ BC; 

3
2

=
EA
BE ; AC || α. 

Найти: BF : FC. 
Решение: 
AC, EF ∈ (ABC) 
Т.к. EF ∈ α, а AC || α ⇒ AC || EF ⇒  

⇒ по теореме Фалеса BE BF
EA FC

=  ⇒ BF : FC =
3
2 . 

Ответ: 2/3. 
 

a

b
c

A
B

α
β

KA

B
α

E

F

C

T
β

A B

C

A1 B1

C1

A

B

C

E F
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2. Дано: A, B ∈ α; AA1 || BB1; AA1 = BB1. 
Доказать, что A1B1 || α. 
Доказательство: 
Т.к. AA1 = BB1 и AA1 || BB1 ⇒ AA1B1B 
— параллелограмм ⇒ A1B1 || AB, т.к. 
AB ∈ α ⇒ A1B1 || AB. Ч.т.д. 

С-4. 
1. Дано: 

DB
DM

DC
DK

DA
DE

== . 

Доказать, что EKM || ABC. 
Доказательство: 

Т.к. 
DC
DK

DA
DE

=  и ∠ADC — общий ⇒  

⇒ ∆ADC ∼ ∆ EDK ⇒ AC || EK. 
Аналогично из ∆CDB и ∆KDM:  

KM || CB; EK ∩ KM = K; AC ∩ KM = K ⇒ EKM || ABC. Ч.т.д. 
2. Дано: α || β; A, C ∈ β; B, D ∈ α. 
Построить: ABC ∩ α, BDC ∩ β. 
Построение: Строим BK || AC ⇒ прямая BK = ABC ∩ α. 
Строим CN || BD ⇒ прямая CN = BDC ∩ β. 

С-5. 
1. Дано: AK ⊂ AD1C. 
Доказать, что AK || A1C1B. 
Доказательство: 
Т.к. дан параллелепипед ⇒  
⇒ AC || A1C1 и BC1 || AD1; 
AD1 ∩ AC = A; A1C1 ∩ BC1 = C ⇒ 
⇒ (AD1C) || (A1C1B); AK ⊂ AD1C 
⇒ AK || A1C1B. Ч.т.д. 
 

2. Дано: ∠DBC = ∠DBA = ∠ABC = 60°;  
BD = BA = BC = 4 см. 
Найти: SADC — ? 
Решение: 
∆ABD — равнобедренный, т.к. AB = BD; 
∠ABD = 60° ⇒ ∆ABD равносторонний, 
∆ABD=∆DBC= ∆CBA ⇒ AD = DC=CA=4 ⇒ 

A
B

A1

B1

α

A B

C

K

ME

D

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

K

A C

B

D
StudyPort.ru



 23

⇒ ∆ADC — равносторонний, со стороной 4 ⇒ 

⇒ SADC =
2
1 AD2 ⋅ sin60° = 1 316 4 3

2 2
⋅ ⋅ = . 

Ответ: 4 3 см. 

С-6. 
1. Дано: DA = DC = 13, AC = 10, BE = EC, 
(EMN) || (ADC) 
Найти: SEMN — ? 
Решение: 

Т.к. ME || AC и BE = EC ⇒ ME =
2
1 AC,  

а MN = NE =
2
1 AD ⇒ ME = 5;  

MN = NE =
2

13 .  

Пусть NK — высота, а значит и медиана ∆MNE ⇒  

⇒ NK = 169 25 12
4 4 2

− = = 6 ⇒ SMNE =
2
1 ⋅ 6 ⋅ 5 = 15. 

Ответ: 15. 
2. Дано: P ∈ A1D1; K ∈ B1C1. 
Построить сечение через P и K и 
параллельное AA1. 
Построение: 
Строим PP1 || AA1 и KK1 || BB1. 
PKK1B1 || AA1. PKK1B1 — требуе-
мое сечение. 

С-7. 
1. Дано: ∠BAD = 90°, AB = 2 ,  
OE ⊥ (ABC), OE = 3 . 
Найти: AE. 
Решение: OE ⊥ (ABC) ⇒ ∠AOE = 90°;  

AO =
2
1 AC = 22

2
1

+ = 1 

⇒ AE = 31+ = 2. 
Ответ: 2. 

A C

B

D

M E

N

A

B C

D

A1

B1 C1

D1P

K1

P1

K

E

B C

D
O

A
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2. 
Дано: AD и BE ⊥ (ABC). 
Найти взаимное расположение линии пе-
ресечения (ADC) и (EBC) и AD и BE. 
Решение: 
AD ⊥ (ABC); BE ⊥ (ABC) ⇒ AD || BE; 
(ADC) ∩ (EBC) = CK, 
CK ⊥ (ABC) ⇒ CK || AD || BE. 
Ответ: они параллельны. 

С-8. 
1. 
Дано: ∆ABC, ∠C = 90°,  
E ∈ BC, EM ⊥ (ABC). 
Доказать, что AC ⊥ MB. 
Доказательство: 
ME ⊥ (ABC) ⇒ AC ⊥ ME; 
AC ⊥ BE ⇒ AC ⊥ (MEB) ⇒  AC ⊥ MB. 
Ч.т.д. 
2. 
Дано: ABCD — параллелограмм, AD= 4, 
CD = 6, MC⊥(ABC), MD⊥AD. 
Найти: Sпар. — ? 
Решение: 
По теореме о 3-х перпендикулярах CD 
⊥ AD (MD ⊥ AD; MC⊥ABC; MC — пер-
пендикуляр), CD — проекция MD ⇒  

⇒ ABCD — прямоугольник ⇒ SABCD = 4 ⋅ 6 = 24. 
Ответ: 24. 

С-9. 
Дано: MT ⊥ α, ∠MAT = ∠MBT = 30°,  
∠AMB = 90°, MT = 2 . 
Найти: AB. 
Решение: 
Из ∆AMT: ∠MAT = 30° ⇒ AM = 22  ⇒  
⇒ MB = 22 ; ∆AMB — прямоугольный ⇒ 
⇒ AB = 488 =+ . 
Ответ: AB = 4. 

A C

B

D K

E

C B

A

M
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M
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С-10. 
1. 
Дано: ∠C = 90°, ∠A = 30°, AC = a,  

MC ⊥ (ABC), MC =
2

3a . 

Найти: ρ(M, AB). 
Решение: Пусть K ∈ AB и MK ⊥ AB. 
По теореме о 3-х перпендикулярах  

CK ⊥ AB ⇒ ∠CKA = 90° ⇒ sin30° =
a

CK  ⇒ CK =
2
a  ⇒ из ∆KMC: 

MK =
44

3 22 aa
+ = a = ρ(M, AB). Ответ: a. 

2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепи-
пед, ABCD и все боковые грани — 
прямоугольники. 
∠ABC = 90°, ∠A1AB = 90°, AD = 12,  
CD = 5, A1C = 15. 
Найти: ∠(ABC; A1C), ∠(A1C; BB1C1). 
Решение: 
1) ∠A1CA — ? AC = 25144 + = 13, A1C = 15 

⇒ cos(A1CA) =
15
13

1
=

CA
AC  ⇒ ∠A1CA = arccos

15
13 . 

2) ∠A1CB1 — ? 

⇒ sin(A1CB1) = 3
1

15
5

1

11 ==
CA
BA  ⇒ ∠A1CB1 = arcsin

3
1 . 

Ответ: arccos
15
13 ; arcsin

3
1 . 

С-11. 
1. 
Дано: MN ⊥ c, MA ⊥ c. 
c ⊥ a, c ⊥ b. 
Доказать, что ∠BAC — линейный. 
Доказательство: 
c ⊥ a, c ⊥ b ⇒ c ⊥ α ⇒ c ⊥ AB, c ⊥ AC ⇒  
⇒ ∠ BAC — линейный. Ч.т.д. 

M

C

A

B
K

A

B C

D
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B1 C1
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c
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2. Дано: ABCD — ромб, ∠A = 60°,  

AB = m, BE ⊥ (ABC), BE = 3
2

m . 

Найти: ∠(AED; ABC). 
Решение: 
Искомый угол EKB — ? Т.к. AB = BD ⇒ 
⇒ BK ⊥ AD (K — середина AD) и  

AE = ED ⇒ из ∆ABD: BK =
2

3
4

2
2 mmm =−  ⇒ 

tg(EKB) = 3 2 1
2 3

EB m
BK m

= ⋅ =  ⇒ ∠EKB = arctg 1 = 45°. 

Ответ: 45°. 

С-12. 
1. 
Дано: (ABC) ⊥ (BEM), ∠DCB = 90°. 
Доказать, что ∠MCD = 90°. 
Доказательство: 
Т.к. (DAB) ⊥ (BEM) и DCBA — прямо-
угольник ⇒ DC⊥(BEM)⇒DC ⊥ MC ⇒ 
⇒ ∠MCD = 90°. Ч.т.д. 
 
 
2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямоуголь-
ный параллелепипед. C1E = ED1,  
AD = 5, AB = 4, B1D = 77 . 
Построить сечение плоскостью, прохо-
дящей через AD и E. 
Найти: AA1. 
 

 
Решение: 
1) Искомое сечение AMED, где ME || A1D1, M — середина A1B1; 
AD ⊥ CD, AD ⊥ DD1 ⇒ AD ⊥ (DCC1),  
а т.к. AD ⊂ (AED) ⇒ (AED) ⊥ (DC1). 
2) AA1 — ? BD = 25 16 41+ =  ⇒ BB1 = AA1 = 4177 −  = 6. 
Ответ: 6. 

E
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С-13. 
1. 
Дано: ADCDA1B1C1D1 — правильная 
четырехугольная призма, AB=1,  
AA1 = 5 , K — середина AA1B1B. 
Найти: (∠KC; ABC). 
Решение: 

KH ⊥ AB ⇒ KH ⊥ ABC и KH =
2
5 . 

CH =
2

2
11 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ =

2
5 , т.к. H — середина AB, т.к. K — середина 

AA1B1B; ∠(KС, ABC) = ∠KCH = 45°. 
Ответ: 45°. 
2. 
Дано: ABCA1B1C1 — правильная тре-
угольная призма, MN — средняя линия 
∆ABC, MN || CB, ∠(MPN, ABC) = 60°,  
P ∈ AA1, AC = 4 см. 
Найти: S(MPN). 
Решение: 
CB = 4 ⇒ MN = 2; AH ⊥ CB ⇒  

⇒ AH = 324
2
3

=⋅  ⇒ AK = 3  ⇒ 

PK = 32

2
1
3

60cos
==

°
AK  ⇒ S(PNM) =

2
1 ⋅ 32 ⋅ 2 = 32 . 

Ответ: 32 см2. 

С-14. 
Дано: ABCA1B1C1 — прямая призма, 
∠C = 90°, BA1C = 30°, A1B = 10, AC=5. 
Найти: Sбок.. 
Решение: A1C ⊥ BC (по теореме о 3-х 
перпендикулярах: AC ⊥ BC) 

⇒ BC =
2
1 A1B = 5; AB = 25  ⇒  

⇒ AA1 = 2550100 =−  ⇒ 

A

B C

D
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B1 C1

D1

K

H

C

M

A B

P

A1 B1

C1

N

K H

C

A B

A1 B1

C1StudyPort.ru



 28

Sбок. =AA1(AB + BC + AC) = 25050)1025(25 +=+ . 

Ответ: 50 50 2+ . 

С-15. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — па-
раллелепипед, ABCD — прямо-
угольник, ∠BAD = 90°,  
(AA1D1D) ⊥ (ABC). 
Доказать, что DD1C1C — прямо-
угольник. 

Доказательство: 
Т.к. (AA1D1) ⊥ (ABC), а CD ⊥ AD ⇒ CD ⊥ (AA1D1) ⇒ CD ⊥ DD1 ⇒ 
DD1C1C — прямоугольник. Ч.т.д. 

2. Дано: ABCA1B1C1 — призма, 
S(BCC1B1)= 25 см2, S(ABB1A1) = 15 см2, 
AA1 = 5, ∠AMC = 120°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: Sгран.=CM ⋅ BB1=25⇒CM = 5; 
аналогично AM = 3 ⇒ AC по теореме 
косинусов: 

AC2 = 9 + 25 + 2 ⋅ 3 ⋅ 15
2

= 49; AC = 7; 

из ∆AMC по тереме о 3-х перпендикулярах: AC ⊥ AA1, AC ⊥ CC1 
⇒ 

11CAAS = 7 ⋅ 5= 35 ⇒ Sбок. = 35 + 25 + 15 = 75. 
Ответ: 75 см2. 

С-16. 
1. Дано: DABC — правильная пирамида, 
DH — высота, DH = 12 см, AK ⊥ BC,  
K ∈ BC, AK = 15 см. 
Найти: Sполн.пов.. 

Решение: AH =
3
2 AK = 10 ⇒  

⇒ AD = 612144100 =+ ; 

из ∆ABC: AB = x; BK =
2
x  ⇒ x2 –

4

2x = AK2 = 225; 3x2 = 900; 

x2 = 300; x = 310  ⇒ AB = 310  ⇒ SABC =
2

3150 = 375 . 
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SADC =
2
1 ⋅ 13 ⋅ 310 = 365 ⇒ Sполн. = 3195 + 375 = 3270 . 

Ответ: 3270  см2. 
2. Дано: ABCDE — правильная пира-
мида, AB = a, EK — высота = 3a. 
Найти: ∠EAK и ∠EMK. 
Решение: 

Из ∆ADC: AC = 222 aaa =+ ;  

AK =
2
1 AC =

2
2a ; 

из ∆AKE: tg(EAK) = 23
2

62
2

3
==⋅=

a
a

AK
EK  ⇒  

⇒ ∠EAK = arctg 23 . 

MK =
2
1 AD =

2
a  ⇒ tg(EMK) = 23

⋅=
a
a

MK
EK = 6 ⇒ ∠EMK = arctg6. 

Ответ: arctg 23 , arctg 6. 

С-17. 
1. Дано: MABC — пирамида, AB = a, 
∠ACB=150°, ∠MAH=∠MBH=∠MCH= 45°. 
Найти: MH. 
Решение: 
MH — высота из равенства углов 45° ⇒ 
⇒ AH = BH = CH = MH ⇒ H — центр 

описанной окружности; 
C

AB
sin

= 2R ⇒  

⇒ 2AB = 2R; R = a ⇒ AH = a ⇒ MH = a. 
2. Дано: EF = EM, MF = 620 , PE = 10,  
PE ⊥ (MEF), ∠EPK = 60°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: PE ⊥ (MEF); PK ⊥ MF ⇒  
⇒ EK ⊥ MF (по теореме о 3-х перпендику-
лярах) ⇒ ∠EPK = ∠(EP, (MPF)); 
из ∆EPK: ∠EPK = 60° ⇒ PK = 2EP = 20 ⇒ 
⇒ EK = 310  ⇒ 
из ∆MEK: ME = 300600 + = 30 ⇒  

E

B C

D
K

A
M

A
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M
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E

P

K
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⇒ SMPE =
2
1 ME⋅EP =

2
1 ⋅ 30⋅10 = 150. 

SMPF =
2
1 PK ⋅ MF =

2
1 ⋅20⋅ 620 = 200 6  ⇒ Sбок. = 300 200 6+ . 

Ответ: 300 200 6+ . 

С-18. 
1. Дано: SABCD — правильная четырехугольная пирамида,  
AB = a, ∠SAH = 60°, KH || AS. 

Найти: SBKD. 
Решение: 

SA = a
aAH 2

2
1

2
2

60cos
==

°
 ⇒ HK = a

2
2 , 

т.к. HK — средняя линия ∆ASC ⇒ S(BKD) =
2

2
2
2

2
1 2aaa =⋅⋅ . 

Ответ: 
2

2
a . 

2. 
Дано: MNPABC — правильная тре-
угольная усеченная пирамида, AC = 8 
см, MN = 6 см, ∠(AM, ABC) = 60°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
Пусть TQR — проекция MNP на ABC. 

S(ATQB) =
3
1 (S(ABC) – S(TQR)) = 

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅ )68(

4
3

3
1 22 = 1 3 28

3 4
⋅ ⋅ = 

=
12

328 =
6

314 =
3

37  ⇒ 

⇒ TH = 2 ( ) 3
( ) 3
S ATQB
TQ AB

=
+

 ⇒ MH = 2 3
cos60 3

TH
=

°
 ⇒ 

Sбок. = 2
1 (MH + AB) ⋅

3
32 ⋅ 3 = 314 . Ответ: 314 см2. 
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С-19. 
1. Дано: AK = KD, DM = MD1. 
Записать вектора, которые: 
1) противоположно направлены KM ; 
2) сонаправлены DC ; 
3) имеют длину, равную || 1BA . 
Решение: 
1) KMAD ↑↓1 ; KMBC ↑↓1 ; KMMK ↑↓ . 

2) DCAB ↑↑ ; DCBA ↑↑11 ; DCCD ↑↑11 . 

3) 1 1 1 1| | | | | | | |A B D C CD BA= = =
uuuur uuuur uuuur uuur

; |||||||| 1111 DCDCABAB === . 
2. Дано: γ ∩ α = a; γ ∩ β = b; A, B ∈ a, C, D ∈ b. 
Могут ли AB  и CD  быть коллинеар-
ными? 
Решение: 
Могут, если α || β. 
Ответ: могут. 

С-20. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. 
Найти: 1111 DBAADCBC +++ . 
Решение: 

CDDC =11 ; BDCDBC =+ ; 11 BBDBBD =+ ; OAABB =+ 11 . 
Ответ: O

ur
. 

2. Доказать, что )( KFDFDE −+− ↑↓ )( ECMKMC −− . 
Решение: 

EFDEDF =− ; EF KF EF FK EK− = + =
uuur uuur uuur uuur uuur

; KCMKMC =− ; 
KECEKC =+ ; KEEK ↑↓ . Ч.т.д. 

С-21. 
1. Дано: FABC — тетраэдр. 
Изобразить: CFCBFK 5,05,1 += . 

Решение: CBCS 5,1= ; CFCT
2
1

= ;  

FKCP =  ⇒ FKCPCTCS ==+ . 
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2. Дано: ∆ABC, E ∈ AB, F ∈ BC, AE = EB, BF = FC, M ∉ (ABC). 
Выразить CA  через ( )MF ME−

uuuur uuur
. 

Решение: 

)(
2
1 MBMAME += ; )(

2
1 MCMBMF += ; 

MCMACA −=  ⇒  
MFMBMBMECA 22 −+−= ⇒ MFMECA 22 −= . 

Ответ: ( )2 ME MF−
uuur uuuur

. 

С-22. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепи-
пед. aAB = , bAD = , cAA =1 , DC1 ∩ D1C. 

Разложить AM  по a , b , c . 
Решение: cbaAC ++=1  (правило парал-
лелограмма). 
 

111 2MCDCAAAB ==+  ⇒ )(
2
1

1 caMC +=  ⇒ 11 ACMCAM =+  ⇒ 

⇒ 11 MCACAM −= = cba ++ – ca
2
1

2
1

− =
22
cab ++ . 

Ответ: 1 1
2 2

a b c+ +
rr r . 

2. Дано: DABC — тетраэдр, M — точка пе-
ресечения медиан ∆ABC. 
Разложить DM  по CA , CB , CD . 
Решение: 

)(
3
1 DADBDCDM ++= ; CDDC −= ; 

CBDBCD =+  ⇒ CDCBDB −= ; 
CADACD =+  ⇒ CDCADA −=  ⇒ 

)(
3
1 CDCDCACDCBDM −−+−= = CDCACB −+

3
1

3
1 . 

Ответ: 1 1
3 3

CA CB CD+ −
uuur uuur uuur

. 
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С-23. 
Дано: EABDC — правильная четырех-
угольная пирамида, EA = 22 см,  
AB = 2 см. 
Найти: 
1) Sполн.пов.. 
SABCD = 4 ед2; EK ⊥ AB ⇒  
⇒ EK = 718 =− . 

SABE =
2
1 AB ⋅ EK = 772

2
1

=⋅⋅  ⇒ Sполн. = 4(1 + 7 ). 

2) SAEC — ? 
Из ∆ACD:AC = 2244 =+ ⇒AEC — правильный треугольник ⇒ 

⇒ SAEC =
2
1 AE ⋅ EC ⋅ sin(AEC) = 32

2
32222

2
1

=⋅⋅⋅⋅ . 

3) ∠ECH: из п. 2: ∠ECH = 60°. 
4) ECD^ABC = ∠EMH — ? 
Из ∆AEH: EH = 628 =− ; HM = 1 ⇒ tg(EMH) = 6 ; 
∠EMH = arctg 6 . 

5) 22==+=++=+−+ BEDEBDDEBABCDEABECBE см. 
6) Доказать, что AEC ⊥ ABC. 
EH ⊥ (ABC) ⊥ AC ⊥ BD, EHC ⊂ AEC ⇒ AEC ⊥ ABC. Ч.т.д. 
Ответ: 1) 4(1 + 7 ) см2; 2) 2 3 см2; 3) 60°; 4) arctg 6 ; 5) 2 2 см. 

ВАРИАНТ 3. 
С-1. 
1. Найти: в чем ошибка чертежа? 

A B

DC

O

P

F
E

M

α               

A B

DC

O

P

F
E

M

α  
Решение: 
Точки A, M и B должны лежать на одной прямой. 
Ответ: M ∉ AB. 
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2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — куб, 
E ∈ B1B, F ∈ C1C. 
Построить: 1) EF ∩ ABC,  
EF ∩ A1B1C1; 
2) ADF ∩ EFD; 
3) EFD ∩ ABC. 
Построение: 
EF ∩ ABC = EF ∩ BC = P 
EF ∩ A1B1C1 = EF ∩ B1C1 = Q 
ADF ∩ EFD = FD 

EFD ∩ ABC = RD, где R = ER ∩ AB, ER || FD. 

С-2. 
1. 
Доказать: AA1 и C1D1, AA1 и B1D, AC и 
B1D1 — скрещивающиеся. 
Доказательство: 
D1 ∉ (AA1C1), D ∉ (AA1B1),  
D1 ∉ (ACB1) ⇒ Каждая пара прямых 
не лежит в одной плоскости. Ч.т.д. 
 

2. 
Дано: b ∈ α, a ∉ α, a || b, M ∉ b,  
M ∈ c, M ∈ α, c || a. 
Доказать: c ∈ α. 
Доказательство: 
b ∈ α, a || b ⇒ a || α; c || a ⇒ c || b и M ∈ c,  
и M ∈ α ⇒ c ∈ α. Ч.т.д. 

С-3. 
1. Дано: a || b, a || α. 
Найти: взаимное расположение b и α. 
Решение: 
b не может пересекать α, т.к. в этом случае a должно пересекать 
α. Поэтому либо b || α, либо b ∈ α. 
Ответ: b || α, либо b ∈ α. 
2. 
Дано: ABCD — параллелограмм, AA1 || BB1 || CC1 || DD1,  
AA1 = BB1 = CC1 = DD1, ∠ABC = 130°, M ∈ BB1. 

A
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1) Построить: AMD ∩ AA1B1, 
AMD ∩ BB1C1,  
AMD ∩ DD1C1. 
2) Найти: ∠(AB, A1D1). 
Решение: 
1) Строим DK || AM,  
тогда AMD ∩ AA1B1 = AM, AMD ∩ BB1C = MK, 
AMD ∩ CDD1 = DK. 
2) ∠(AB, A1D1) = ∠(AB, AD) = 180° – 130° = 50°. 
Ответ: 50°. 

С-4. 
1. 
Доказать, что ∠DFM = ∠DF1M1. 
Доказательство: 
EF || E1F1, EM || E1M1, F1E1 ∩ E1M1 = E1, 
EF ∩ EM = E. 
(EFM) || (E1F1M1); (BCD) ∩ (EFM) = FM, 
(BCD)∩(E1F1M1) = F1M1 ⇒ FM || F1M1⇒ 
⇒ ∆DFM ∼ ∆DF1M1 ⇒ ∠DFM = ∠DF1M1. 
Ч.т.д. 
2. 
Дано: α || β. 
AB ∈ α, CD ∈ β. 
Найти: взаимное расположение AD и BC. 

BA

DC

M

    

BA

D C

    

BA

D

C

 
 
 
 
Решение: 
1) Если AB || CD ⇒ ∃M = AD ∩ BC либо AD || BC; 
2) если AB и CD — скрещиваются ⇒ AD и BC скрещиваются. 
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С-5. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед. B1E = EC1,  
C1F = FD1, AA1 ⊥ EF. 
Доказать, что B1D = BD1. 
Доказательство: 

EF — средняя линия ∆B1C1D1 ⇒ B1D1 || EF ⇒ B1D1 ⊥ AA1, 
AA1 || BB1 || DD1 ⇒ B1D1 ⊥ BB1, BD1 ⊥ DD1 ⇒ BB1D1D — прямо-
угольник, B1D и BD1 — диагонали ⇒ B1D = BD1. Ч.т.д. 

2. 
Дано: ∠DBC=∠DBA = 60°, BA = BC = 5 см, 
DB = 8 см, AC = 8 см. 
Найти SADC — ? 
Решение: 
Из ∆ABD: AD2=AB2+BD2–2AB⋅BC⋅cos60° = 
= 64 + 25 – 40 = 49 ⇒ AD = 7 = DC,  

DK = 331649 =−  ⇒ S = 334338
2
1

=⋅ . 

Ответ: = 4 33 см2. 

С-6. 
1. 
Дано: ∆ABC — тетраэдр, M ∈ AD, AM = MD, 
P ∈ DC, DP : PC = 1 : 3, все ребра равны a. 
Построить сечение, проходящее через P и M 
параллельно BC. Найти его площадь. 
Решение: Строим SP || BC (S ∈ BD) MSP — 
наше сечение. 
MS = MP, т.к. SP || BC ⇒ DS : SB = 1 : 3; 

AD = DC = a ⇒ MD =
2
a ; DP =

4
a ;  

∠MDP = 60° ⇒ MP2 =
2 2 2 2 21 5 2 32

4 16 2 4 2 16 16 16
a a a a a a a

+ − ⋅ ⋅ = − =  

⇒ MP = MS=
4

3a ; SP =
4
a  ⇒ MH ⊥ SP ⇒ 

MH =
8
11

6416
3 22 aaa

=− ⇒S =
64

11
48

11
2
1 2aaa

=⋅⋅ . Ответ: 
2 11
64

a . 
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2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — 
параллелепипед, M ∈ B1C1,  
P ∈ C1C, E ∈ AB. 
Построить: сечение, проходя-
щее через E, M и P. 
Построение: MP ∩ BC = F, EF ∩ DC = G, EK || GP ⇒  
⇒ EKMPG — искомое сечение. 

С-7. 
1. Дано: AB не пересекает α, AC ⊥ α,  
BD ⊥ α, AC = 20, BD = 30, M ∈ AB,  
AM : MB = 2 : 3, MM1 ⊥ α. 
Найти: MM1. 
Решение: A, M, B∈AB⇒C, M1, D ∈ CD.  
Получили трапецию ABCD: 

1

2
5

MH
BH

= ; BH1 = 10 ⇒ 5MH = 2BH1 = 20 ⇒ MH = 4 

⇒ MM1 = 4 + HM = 4 + 20 = 24. Ответ: 24. 
2. 
Дано: a ⊥ α, a ⊥ β, γ ∩ α = b, γ ∩ β = c. 
Найти: взаимное расположение b и c. 
Решение: a ⊥ α и a ⊥ β ⇒ α || β ⇒ b || c. 
Ответ: они параллельны. 

С-8. 
1. Дано: ABCD — квадрат,  
MD ⊥ (ABC). 
Доказать: MB ⊥ AC. 
Доказательство: 
Строим BH || AC; ∠DBH = 90° 
(ADCB — квадрат). 
По теореме о 3-х перпендикулярах: MB ⊥ BH ⇒ MB ⊥ AC. Ч.т.д. 
2. 
Дано: ABCD — прямоугольник,  
AE ⊥ (ABC), EB = 15, EC = 24, 
ED = 20. 
Доказать: ∆EDC — прямоугольный. 
Найти: AE. 
Решение: AD ⊥ DC, EA ⊥ (ABC) ⇒  

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

E

K

G
F

P

M

A

B

C D

M

M1

H H1

α

M

D C

BA

H

E

B C

DA

StudyPort.ru



 38

⇒ ED ⊥ DC по теореме о трех перпендикулярах ⇒ ∠EDC = 90° 

Ч.т.д. ⇒ DC = 176 = AB ⇒ AE = 22 ABEB − = 176225 − = 7. 
Ответ: AE = 7. 

С-9. 
Дано: α || β, MB ∩ β = B, MB ∩ α = A,  

MD ∩ β = D, MD ∩ α = C, AM = CD,  
MC = 16, AB = 25, MH = 12. 
Найти: MK. 
Решение: 

По теореме Фалеса AC || BD ⇒ CM AM
CD AB

= , 

CD = AM ⇒ CD = 25 16 20AB CM⋅ = ⋅ = . 

Аналогично CH || KD ⇒ MH CM
HK CD

= , 20 12 15
16

CDHK MH
CM

= ⋅ = ⋅ = . 

HK — искомое расстояние. Ответ: 15. 

С-10. 
1. Дано: AM ⊥ ABC, AM =

2
a , ∠A = 60°, 

ABCD — ромб со стороной a. 
Найти: расстояние (M; CD). 
Решение: K ∈ CD, MK ⊥ CD, 
Найдем MK = ρ(M; CD); 

∠ADK = 60° ⇒ KD =
22

1 aAD =  ⇒  

⇒ AK =
2

3a  ⇒ из ∆AMK: MK =
44

3 22
22 aaAMAK +=+ = a. 

Ответ: a. 
2. Дано: ∆ABC, AC=CB = 8, ∠ACB = 130°, 
MA = MC = MB, MH ⊥ (ABC), H ∈ (ABC), 
MH = 12. 
Найти: ∠MAH. 
Решение: Из ∆ABC: AB2 = AC2 + BC2 – 
– 2AC ⋅ BC ⋅ cos130° = 128 – 128cos130° ⇒ 

⇒
)sin(ACB

AB =2AH⇒
°

°−
130sin

)130cos1(64 =AH ⇒ 

B K
D

A C H
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⇒tg(MAH) = 12sin130 3sin130 3 ctg65
64(1 cos130 ) 16(1 cos130 ) 16

MH
AH

° °
= = = °

− ° − °
, 

3arctg ctg65
16

MAH ⎛ ⎞∠ = °⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Ответ: 3arctg ctg65
16
⎛ ⎞°⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

С-11. 
1. Дано: A и K лежат на разных 
гранях двугранного угла с ребром  
С (A∈β, K ∈ α). ρ(A, C) = 6,  
ρ(K, C) = 10. ρ(K, β) = 7,5. 
Найти: ρ(A; α). 
Решение: 
Пусть S1 ∈ c, AS1 ⊥ c ⇒ AS1 = 6. 
Пусть S ∈ c, KS ⊥ c ⇒ KS = 10. 
Пусть T ∈ β и KT ⊥ β ⇒ KT = 7,5. 
Пусть теперь S1K1 || SK и S1K1 = SK. 
ρ(K1, β) = ρ(K, β) ⇒ ∆K1T1S1 = ∆KTS. 
Искомое ρ(K, β) = ρ(K1, β) = K1T1 
T1 ∈ AS1 (по ТТП). 

Из ∆T1S1K1: sin∠T1S1K1 = 1 1

1 1

7,5 3
10 4

T K
S K

= = . 

Пусть M ∈ α и AM ⊥ α. 

По ТТП M ∈ S1K1, ρ(A, α) = AM = ASsin∠T1S1K1=
9
2

. 

Ответ: 9
2

. 

2. Дано: ABCD — ромб, AD ∈ α,  
∠A = 45°, ∠(α, AB) = 30°. 
Найти: ∠(α, ABC). 
Решение: 
Пусть AB = a, BH ⊥ AD, HK ⊥ AD,  
BK ⊥ HK ⇒ ∠KAB = 30° ⇒ 

KB =
2
a , KA =

2
3a , AH =

2
2a  ⇒  

HK =
22

2
2
3

22
aaa

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
 ⇒ ∠KHB = ∠(α, ABC) = 45°. 

Ответ: 45°. 
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С-12. 
1. Дано: ∆ABC и ∆DBC — правильные, 
(ABC) ⊥ (DBC). 
Найти: tg(∠(ABC; ADC)). 
Решение: DH ⊥ AC, HK ⊥ AC ⇒ DK ⊥ AC. 

DH = a
2
3 , где a — сторона ∆ABC. 

HC =
2
a , ∠C = 60°⇒HK = HC ⋅ sin60° = 

= a
4
3  ⇒ tg∠DKH =

a

a

4
3

2
3

= 2. Ответ: 2. 

2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — правиль-
ный параллелепипед, ABCD — квад-
рат, AD = 2, AC1 = 62 . 
Найти: CC1. 
Доказать: ACC1 ⊥ BB1D1. 
Решение: AC = 222 =AD  ⇒  

⇒ CC1 = 82422
1 −=− ACAC = 4. 

Т.к. AC ⊥ BD ⊂ BB1D1, AC ⊥ BB1 ⊂ BB1D1, AC ⊂ ACC1,  
то ACC1 ⊥ BB1D1. Ч.т.д. 
Ответ: 4. 

С-13. 
1. Дано: ABCA1B1C1 — правильная тре-
угольная призма, через середину A1C1 и 
BC проведена плоскость, AB = 4 см, 
C1C = 2 см. 
Найти: Sсеч.. 
Решение: 
Пусть K — середина A1C1. Проведем 
KL || BC, L ∈ A1B1 ⇒ KLBC — искомое 

сечение. LK =
2
1 B1C1 = 2. 

LB = KC = 22442
1

2
1 =+=+ KCCC  ⇒ 

C

B A

K

D

H

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

B

A C

A1 C1

B1

L

KStudyPort.ru



 41

Sсеч. = 2
LK BC h+

⋅ , 
2

2 7
2

BC LKh KC −⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒ Sсеч. = 3 7 . 

Ответ: 3 7 см2. 
2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой па-
раллелепипед, ABCD — ромб,  
∠BAD=60°, AB=a, ∠(B1AD, ABC) = 45°. 
Найти: Sсеч., AA1. 
Решение: 
BH ⊥ AD⇒B1H ⊥ AD⇒∠B1HB = 45° ⇒ 

⇒B1B = HB = 1
3sin( )

2
AB BAD a AA⋅ = =  

B1H = 2
сеч.

6 6
2 2

a S a⇒ = . Ответ: 26 3;
2 2

a a . 

С-14. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой па-
раллелепипед, AB = 1, BC= 37 , 
∠ABC = 150°, ∠(AB1C, ABC) = 60°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: Пусть BH⊥AC⇒BH ⋅ AC =  
= AB ⋅ BC ⋅ sin150° ⇒ 

⇒ BH =
AC

BCAB °⋅⋅ 150sin = sin150

31 49 3 2 1 7 3
2

AB BC⋅ ⋅ °

+ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

=
132
37

⋅
 ⇒ 

⇒ B1B = BH ⋅ tg60° =
26
21  ⇒ Sбок. = )137(

13
21

+ . 

Ответ: )137(
13
21

+ . 

С-15. 
1. Дано: ABCA1B1C1 — наклонная 
призма, ∆ABC — правильный, 
AB = a, AA1 = b, ∠A1AC = ∠A1AB. 
Найти: S(CC1B1B). 
Решение: 
Пусть AH — проекция AA1 (H ∈ BC), 

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

H
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D
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тогда AH — биссектриса ∠A ⇒ AH ⊥ BC ⇒ AA1 ⊥ BC ⇒ BB1 и 
C1C ⊥ BC ⇒ S = ab. 
Ответ: ab. 
2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — наклонный параллелепипед, BB1 = 10, 
Р(AA1, DD1) = Р(AA1, B1B) + 11, Р(BB1, DD1) = 19, Sбок. = 420. 

Найти: углы между смеж-
ными боковыми гранями. 
Решение: 
Пусть MNPQ — перпенди-
кулярное сечение ⇒ 
PM = 19, MN + 11 = NP,  

MN + NP = 21 ⇒ NP = 16, MN = 5 ⇒ cosMNP = 

= 
2
1

1652
36125625

2

222
−=

⋅⋅
−+

=
⋅
−+

NPMN
MPNPMN  ⇒ 

⇒ ∠(AA1B, AA1D) = 120° ⇒ ∠(AA1B, BB1C) = 60°. 
Ответ: 60°. 

С-16. 
1. Дано: DABC — правильная треугольная 
пирамида, Р(A, DBC) = 33 . 
Найти: Sбок.. 
Решение: Пусть D проецируется в т. O,  
AK ⊥ BC ⇒ DK ⊥ BC. 
AH ⊥ DK ⇒ AH ⊥ BC ⇒ AH ⊥ BDC ⇒  
⇒ AH = 33 , ∠DKA = 60° ⇒ 

AK =
°60sin

AH = 6 ⇒ OK = 2 ⇒ DK = 4, т.к. AK = 6, 

то AB =
3

312 = 34  ⇒ Sбок. = 324434
2
13 =⋅⋅⋅ . Ответ: 24 3 . 

2. 
Дано: SABCD — правильная четы-
рехугольная пирамида, AB = 4, 
O — центр ABCD, Р(O, SA) = 2. 
Найти: 1) ∠(SAB, SAD); 2) ∠ASB. 
Решение: 
OH ⊥ SA, AO ⊥ BD ⇒ OH ⊥ BD ⇒  

⇒ HB = HD = 2)22(4 + = 32 , т.к. BD = 24  ⇒  

A
B

C
D

A1

B1 C1

D1
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⇒ cos∠BHD =
HDBH

BDHDBH
⋅

−+
2

222
=

32322
321212

⋅⋅

−+ =
38
8
⋅
− =

3
1

−  ⇒ 

⇒ ∠BHD = π – arccos
3
1 . 

sin∠SAO =
2
2

22
2

==
AO
HO  ⇒ SO = AO = 22  ⇒ 

⇒ BS = SC = 88 + = 4 ⇒ ∠CSB = 60° (= ∠ASB). 

Ответ: 1) 1arccos
3

π − ; 2) 60°. 

С-17. 
1. 
Дано: SABCD — пирамида, ABCD — 
равнобедренная трапеция, 
AD = 8 см, BC = 2 см, боковые грани 
наклонены к основанию под углом 60°. 
Найти: высоту пирамиды и Sбок.. 
Решение: 
Т.к. грани равнонаклонены, то расстоя-
ния от т. O до сторон трапеции равны 

⇒ можно вписать окружность ⇒ AB = CD =
2

28 + = 5. 

Пусть радиус окружности равен r ⇒ По формуле площади для 

описанной окружности Sосн. = 2)510)(210)(610( −−− = 

= 5 ⋅ 4 = 20 =
2
1 (8 + 2 + 5 + 5)r ⇒ r = 2 ⇒ высота пирамиды равна 

2tg60° = 32  ⇒ высота боковой грани равна 4 ⇒ 

Sбок. = 2
1 ⋅ 20 ⋅ 4 = 40.   Ответ: 32 см, 40 см2. 

2. Дано: SABCD — пирамида, ABCD — 
ромб, ∠BAD=60°, AB=a, SAD ⊥ ABC, SAB ⊥ 
ABC, ∠(SBC, ABC) = ∠(SDC, ABC) = 60°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: AH ⊥ DC ⇒ AH = asin60° = 

= a
2
3  ⇒ SA = AHtg60° =

2
3a , 

A

B C
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SH =
°60cos

AH = a3  ⇒ Sбок. =2(S(ADS) + S(SDC)) = 

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+⋅⋅⋅ aaaa 3

2
1

2
3

2
12 = )323(

2

2
+

a . 

Ответ: )323(
2

2
+

a . 

С-18. 
1. 
Дано: SABCD — правильная четырех-
угольная пирамида, AB = a, боковые грани 
наклонены к плоскости основания под 
углом 60°. Через центр основания прове-
дена плоскость. 
Найти: Sсеч.. 

Решение: 
Пусть O — центр ABCD, MN ∋ O, MN || AB, MQ || SC, Q ∈ SB, 
NP || SD, P ∈ SA ⇒ QPNM — искомое сечение; ∠SMO = 60° ⇒ 

⇒ SM =
°60cos

MO = a ⇒ SC = aaa
2
5

4

2
2 =+  ⇒ QM = PN = a

4
5 , 

QP =
2
a ,  MN = a ⇒ Sсеч. = ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅⋅

44
5

44
5

4
3

4
3 aaaaa = 

=
1616

5
4
3 2

2 aaa −⋅ =
24

3 aa ⋅ =
8

3 2a . Ответ: 
8

3 2a . 

2. 
Дано: ABCDMNPQ — правильная четы-
рехугольная усеченная пирамида, 
AB = 10 см, MN = 6 см, S(ABPQ) = 108 . 
Найти: Sбок.. 
Решение: BD = 210 , NQ = 26  ⇒  

⇒ NH= 5
28

108
= ⇒BN= 2)22(5 + = 13  ⇒ NK = 413 − = 3 ⇒ 

Sбок. = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅ 3)610(

2
14 = 96. 

Ответ: 96 см2. 
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С-19. 
1. 
Дано: ABCA1B1C1 — призма, AB = AC, 
∠A1AC = ∠A1AB, E ∈ AC, F ∈ AB,  
EA = CE, FA = FB. 
Найти: 1) векторы, сонаправленные с EF ; 
2) противоположно направленные CC1 ; 

3) векторы, имеющие длину, равную длине 1CB . 
Решение: 
1) 11BC , CB . 

2) 1AA , 1BB , 1CC . 
3) AA1 проецируется на биссектрису ⇒ и на высоту ⇒ AA1⊥CB ⇒ 
⇒ BB1 и CC1⊥BC⇒ACC1B1—квадрат ⇒ векторы: CB1 , BC1 , 1BC . 

Ответ: 1) 1 1,C B CB
uuuur uuur

; 2) 1 1 1, ,AA BB CC
uuuur uuuur uuuur

; 3) 1 1 1, ,B C C B BC
uuuur uuuur uuuur

. 
2. 
Дано: AB || CD, AB ∈ α, CD ∈ β, α ∩ β = EF. 
Найти: будут ли коллинеарны AB  и EF ,  
EF  и CD . 
Решение: 
Будут, т.к. EF || AB || CD. 
Ответ: да, будут. 

С-20. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. 
Найти: AABCCBDDABCB 11111 +++++ . 

Решение: CBBCCB 111 2=+ ; AADD 11 + = 0, 

1 1 12AB CB B C+ +
uuur uuuur uuuur

= 111 CBCBAC ++ = 111 CBAB + = 1AC . 
Ответ: AC1. 

2. Дано: MABCD — пирамида; ABCD — 
прямоугольник, AB = 8 см, BC = 15 см. 
Найти: || MAADMB −+ . 

Решение: ABMAMB =− , ACADAB =+ , 

64225|| 22 +=+= CDBDAC = 17. 
Ответ: 17 см. 
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С-21. 
1. Дано: ABCA1B1C1 — призма,  
BC1 ∩ B1C = M 
Выразить AM  через,  
AC
uuur

, 1BB  и BC . 
Решение: 

,AB AC BC= −
uuur uuur uuur

 ( )1
1
2

BM BC BB= +
uuuur uuur uuuur

 

1
1 1
2 2

AM AB BM AC BB BC= + = + −
uuuur uuur uuuur uuur uuuur uuur

. 

Ответ: 1
1 1
2 2

AC BB BC+ −
uuur uuuur uuur

. 

2. Дано: O — точка пересечения 
диагоналей параллелепипеда, 

ACKCOCBAB 111 =++ . 
Найти: K. 
Решение: ACCBAB =+ 11 ,  

AOCOAC =+ , ACACAO 11 2
1

2
1

−==  ⇒ K =
2
1

− . Ответ: 
2
1

− . 

С-22. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед, M ∈ AD, P ∈ DC1 
AM : MD = 1 : 3, DP : PC1 = 2 : 5. 
Разложить вектор MP  по векторам 
AB , AD  и 1AA . 

Решение: 

11 PCAAPC =+ , 
5
2

1
=

PC
DP  ⇒ 5DP = 2PC1, DPPC

2
5

1 = , 

DPAADPAB
2
5

1 =+−  ⇒ )(
7
2

1AAABDP += , ADMD
4
3

= , 

MPDPMD =+  ⇒ 1
3 2 2
4 7 7

MP AD AB AA= + +
uuur uuur uuur uuuur

. 

Ответ: 1
2 3 2
7 4 7

AB AD AA+ +
uuur uuur uuuur

. 
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2. Дано: DABC — тетраэдр. 
Доказать: отрезки, соединяющие середины противоположных 
ребер, пересекаются в одной точке и точкой пересечения делятся 
пополам. 
Доказательство: Пусть E — середина AC, F — DB, O — середина 

EF ⇒ CDCBCACFCECO
4
1

4
1

4
1)(

2
1

++=+= . 

Дальше пусть P — середина AD, F — BC, O1 — середина PF ⇒ 

⇒ CDCBCACO
4
1

4
1

4
1

1 ++= . 

Если теперь O2 — середина отрезка, соединяющего середины AB 
и DC, то и в этом случае 

CDCBCACO
4
1

4
1

4
1

2 ++= ⇒ 21 COCOCO == , т.е. т. O, O1, O2 — 

совпадают. Этим и доказывается утверждение. 

С-23. 
Дано: ∠ABC = 90°, ∠CAB = 60°,  
AB = 2 см, AA1 = 32  см. 
1) Sполн.пов. — ? 
∠BCA = 30° ⇒ AC = 2AB = 4,  
BC = 32  ⇒ Sбок. = 32 ⋅ 2 + 
+ 32 ⋅ 32 + 32 ⋅ 4 = 12 + 312 , 

Sосн. =2 ⋅
2
1 ⋅ 2 ⋅ 32 = 34  ⇒ Sполн. пов. = 4( 34 + 3). 

2) BCAS
1

 — ? 

AB1 = 41222
1 +=+ ABAA = 4; BCAS

1
=

2
1 ⋅ 4 ⋅ 32 = 34 , т.к. 

A1B ⊥ BC по теореме о 3-х перпендикулярах. 
3) ∠(A1BC, ABC) — ? 

Искомый угол — A1BA; tg(A1BA) = 3
2

321 ==
AB
AA , ∠A1BA = 60°. 

4) ∠(CC1, A1BC) — ? 

Искомый угол — A1BB1, tg(A1BB1) =
3

1
32

2

1

11 ==
BB

BA  ⇒ 

∠A1BB1 = 30°. 
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5) Разложить MA1  по AA1 , BA1 , CA1 . 

A1M = )(
3
1

111 CABAAA ++ . 

6) ∠(AA1B, A1BC) — ? 
CB ⊥ AB, CB ⊥ BB1 ⇒ CB ⊥ (ABB1) ⇒ (A1BC) ⊥ (AA1B). 
Искомый угол — B1BC = 90°. 
Ответ: 1) ( )4 4 3 3+ см2; 2) 4 3 см2; 3) 60°; 4) 30°;  

5) )(
3
1

111 CABAAA ++ ; 6) 90°. 

ВАРИАНТ 4. 
С-1. 

1. 
Дано: 
В чем ошибка чертежа, где O ∈ EF. 
Решение: 
EF должна быть проведена штрихами. 
 
 
 
 
 

2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед, P ∈ AD, M ∈ BC. 
Построить: 1) PM ∩ DCC1,  
PM ∩ AA1B; 
2) PB1M ∩ AB1M; 
3) PMC1 ∩ DD1C1. 
 
 

Решение: 
1) Проведем PM до пересечения с DC — точка их пересечения F 
— искомая; проведем PM до пересечения с AB — точка их пере-
сечения G — искомая. 
2) Проведем B1M = AB1M ∩ PB1M. 
3) Проводим MC1, PS || MC1, S ∈ D1D ⇒ SC1 = PMC1 ∩ DD1C. 
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С-2. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — 
параллелепипед. 
Доказать, что прямые AD и C1D1, 
A1D и D1C, D1C и AB1 являются 
скрещивающимися. 
Решение: 
AD и C1D1 — скрещиваются, т.к. 
C1D1 ⊂ DC1D1, а AD — пересекает 
ее. Аналогично и другие пары. 
2. Дано: a || b, M ∉ a, M ∉ b, через M можно провести прямую, 
пересекающую лишь одну из прямых. 
Лежит ли M в одной плоскости с a и b? 
Решение: Нет, т.к. в плоском случае прямая, пересекающая одну 
из параллельных прямых, пересекает и вторую. 

С-3. 
1. Дано: a || α, M ∈ α. 
Доказать: ∃b: b ⊂ α, a || b, M ∈ b. 
Доказательство: Проведем β через a и M, она пересечет α по пря-
мой, параллельной a, т.к. a || α, эта прямая будет искомой. Ч.т.д. 
2. Дано: ABCD — параллелограмм, 
∠ADC = 100°, AA1 = BB1 = CC1 = 
= DD1, AA1 || BB1 || CC1 || DD1. 
Построить: AA1E ∩ A1D1C1;  
AA1E ∩ DD1C1; AA1E ∩ ABC. 
Найти: ∠(AD, D1C1). 
Решение: AA1E ∩ A1D1C1 = AE. 
Проводим AH || A1E, H ∈ DC ⇒ 
AA1E ∩ DD1C1 = HE; AA1E ∩ ABC = AH; DCC1D1 — параллело-
грамм ⇒ D1C1||DC⇒∠(AD, D1C1) = ∠(AD, DC) = 180°–100° = 80° 
т.к. угол между прямыми от 0 до 90°. 
Ответ: 2) 80°. 

С-4. 
1. Дано: a, b, c не лежат в одной плоскости. 
a || b || c, AB || A1B1, BC || B1C1. 
Доказать: AC = A1C1. 
Доказательство: a || b, AB || A1B1 ⇒ ABB1A1 — 
параллелограмм ⇒ AA1 = BB1.  
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Аналогично BB1C1C — параллелограмм ⇒ BB1 = C1C ⇒  
⇒ AA1 = CC1 ⇒ AA1CC — параллелограмм ⇒ AC = A1C1. Ч.т.д. 

2. 
Дано: α || β, AB ⊂ α, CD ⊂ β. 
Найти: взаимное расположение AC и BD. 
Решение: 
Если AB || CD, то параллельны или пересе-
каются, если AB и CD скрещиваются, то 
скрещиваются. 

Ответ: Пересекаются или скрещиваются, если AD || CD; скрещи-
ваются, если AB и CD скрещиваются. 

С-5. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, AP = PB, P ∈ AB, K ∈ 
BC, BK = KC, A1C = AC1. 
Найти: ∠(DD1, PK). 
Решение: 
Т.к. A1C = AC1, то параллелепипед прямой ⇒ ∠(PK; D1D) = 90°. 
Ответ: 90°. 

2. Дано: DABC — тетраэдр, AC = AB = 14 см, 
BC = 16 см, AD = 26 см, 
∠DAB = ∠DAC = 45°. 
Найти: S(BDC). 
Решение: 
По теореме косинусов  

DB = DC = °⋅⋅−+ 45cos2614214)26( 22 = 

= 16819672 −+ = 72 28+ = 10 ⇒ по форму-
ле Герона S(BDC) = 88218 ⋅⋅⋅ = 8 ⋅ 6 = 48 см2. 
Ответ: 48 см2. 

С-6. 
1. 
Дано: DABC — тетраэдр, все ребра равны 
a, P ∈ AD, PD = AP, 
E ∈ DB, DE : EB = 1 : 3. 
Построить: сечение, проходящее через P и 
E параллельно AC. 
Найти: его площадь. 
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Решение: 
Проводим PF || AC, F ∈ DC ⇒ PEF — искомое сечение, PF — 

средняя линия ⇒ PF =
2
a . По теореме косинусов: 

4
aDE = . 

PE = EF = °⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 60cos

42
2

42

22 aaaa =
2 2 2

4 16 8
a a a

+ − =
16

3 2a = 

=
4
3a  ⇒ S =

4444
3

44
3 aaaaaa

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ =

1616
3

4

22 aaa
− =

2 2
16

a . 

Ответ: 
2 2
16

a . 

2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед, M ∈ D1C1, P ∈ DD1, 
K ∈ BC. 
Построить: сечение, проходящее че-
рез M, P и K. 
Решение. 
Проводим MP ∩ DC = S S ∈ (ABC). 
Проводим KS ∩ AD = F. 
⇒ KMPF — искомое сечение. 

С-7. 
1. Дано: α, AC ⊥ α, AC = 14, BD ⊥ α, 
BD = 10, E ∈ AB, AE = EB, 
EE1 ⊥ α, E1 ∈ α, C ∈ α, D ∈ α. 
Найти: EE1. 
Решение: Проводим KM — сред-
нюю линию трапеции ABCD.  
Из подобия следует EE1 ⊂ KM; 

KM=
2

1014 + =12; KE1= 2
10 = 5;  

EM =
2

10 = 5 ⇒ E1E=2. Ответ: 2. 

2. Дано: α, a ⊥ α, b ⊥ a, b ⊄ α, b ⊂ β, β ∩ α = c. 
Найти: взаимное расположение b и c. 
Решение: a ⊥ α, b ⊥ a ⇒ b || α ⇒ b || c. 
Ответ: b || c. 
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С-8. 
1. 
Дано: ∆ABC, AB = AC, D — середина BC, 
DE ⊥ ABC. 
Доказать: AE ⊥ BC. 
Доказательство: 
AD⊥BC, т.к. ∆ABC — равнобедренный. 
Т.к. BC ⊥ ED и BC ⊥ AD, то BC ⊥ (AED) 
⇒ BC ⊥ AE т.к. AE ⊂ (AED). Ч.т.д. 
 

2. 
Дано: окружность (O, OA), A ∈ ок-
ружности, окружность лежит в 
плоскости α, AK ⊥ α, AK = 1, AB — 
диаметр окружности, BC — хорда, 
∠CBA = 45°, OA = 2. 
Доказать: ∆KCB — прямоуголь-
ный. Найти: KC. 
Решение: 

∆BCA — прямоугольный (т.к. ∠BCA опирается на диаметр AB), 
KA⊥AC и AC⊥CB ⇒ по теореме о 3-х перпендикулярах KC ⊥ CB ⇒ 
⇒ ∆KCB — прямоугольный, ∆ВСА — прямоугольный, AB = 4 ⇒ 
⇒ CB = CA = AB ⋅ sin45° = 22 . 
Из ∆KCA: KA = 1, CA = 22 , по теореме Пифагора KC = 81+ = 3. 
Ответ: 3. 

С-9. 
Дано: плоскости α || β; точка M; A,  
C ∈ α, B, D ∈ β, M ∈ прямым AB, CD; 
MA = MD, MC = 32, MB = 50, MK — 
перпендикуляр к α, MK = 24, ML — 
перпендикуляр к β. 
Найти: KL. 
Решение: ∆KMC ∼ ∆LMD по двум углам 

⇒ 
MD
ML

MC
KM

=   (1) 

∆KMA ∼ ∆LMB по двум углам ⇒ 
MB
ML

MA
KM

=  (2) 
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Умножим (1) на (2), получим 
MDMB

ML
MAMC

KM
⋅

=
⋅

22
; 

учитывая MA = MD, имеем 
MC

KM
MB
ML 22

=  ⇒ 

ML2 =
MC

KMMB 2⋅ =
32
2450 2⋅ =

16
25 ⋅ 242 ⇒ ML =

4
5 ⋅ 24 = 30 ⇒ 

KL = ML + MK = 30 + 24 = 54. 
Ответ: 54. 

С-10. 
1. Дано: ∆ABC, AC = BC = m,  
∠ACB =120°, PA ⊥ ABC, PH ⊥ BC,  
H ∈ BC, PH = m. 
Найти: PA. 
Решение: 
∆AHC — прямоугольный (AH ⊥ HB 
по теореме о 3-х перпендикулярах); 
∠ACH=60°=180° – ∠ACB; AC = m ⇒ 

⇒ AH = sin60° ⋅ AC = m
2
3 . Из прямоугольного ∆PAH по теореме 

Пифагора AP = 22 AHPH − = 22

4
3 mm − =

2
m . Ответ: 

2
m . 

2. 
Дано: ∆ACB, ∠C = 90°, ∠A = 20°, AC = 15, 
MA = MB = MC = 25. 
Найти: угол между MC и плоскостью ABC. 
Решение: 
Из т. M на плоскость ABC опустим перпен-
дикуляр MH. H — центр описанной окруж-

ности ∆ABC. BH = AH = CH = R. R =
2
1 BA, 

т.к. радиус равен половине гипотенузы BA =
°

=
∠ 20cos

15
cos A

CA ; 

R = CH =
°20cos2

15 ; MC = 25. Из прямоугольного ∆MHC: 

cos∠MCH =
°

=
⋅°

=
20cos10

3
2520cos2

15
MC
HC . Ответ: 3

10cos20°
. 
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С-11. 
1. Дано: α ∩ β = c, A ∈ α, B ∈ α,  
р(A, β) = 60 см, р(B, β) = 48 см.  
Расстояние от одной из точек до c рав-
но 50. 
Найти расстояние от другой. 
Решение: 
Т.к. 48 < 50 < 60, то р(B, С) = 50 ⇒ 

⇒ sin(∠(α, β)) =
50
48 =

25
24  ⇒ 

р(A, c) = 60 60 25 125
sin ( , ) 24 2

⋅
= =

∠ α β
= 62,5 см. Ответ: 62,5 см. 

2. 
Дано: ∆ACB, ∠C = 90°, AC = CB, α ∋ C, 
α || AB, ∠(α, CB) = 30°. 
Найти: ∠(ACB, α). 
Решение: 
Строим: CH ⊥ AB ⇒ CH ⊥ (α ∩ ACB). 
BM || CH, M ∈ α, AN || CH, N ∈ α ⇒  
⇒ MN = α ∩ ACB. 

Через т. M и N проводим в α прямые, перпендикулярные к MN, и 
опускаем на них перпендикуляры из точек B и A. Пусть их осно-
ваниями являются точки Q и P соответственно. Через т. C в α 
проводим прямую, перпендикулярную MN. Пусть PQ пересекает 
ее в т. S. Очевидно, SH ⊥ α. 

Пусть CA=CB=a⇒HC=
2
2a  ⇒ QB = AP = CB ⋅ sin30° =

2
a = SH ⇒ 

⇒ ∠(α, ACB) = arcsin
HC
SH = arcsin

a
a

22
2⋅ = 45°. Ответ: 45°. 

С-12. 
1. Дано: правильный ∆ABC, AB = BC = 4, 
∆DBC, BD = DC, ∠(ABC, DBC) = 90°, 
∠(ADC, ABC) = 60°. 
Найти: S(BDC). 
Решение: DH⊥BC ⇒ DH ⊥ ABC, HF ⊥ AC ⇒ 
⇒ DF ⊥ AC ⇒ ∠DFH = 60°. 
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HF = 34
2
3

2
1

=⋅⋅  ⇒ DH = 3 ⇒ S(BDC) = 3 ⋅ 4 ⋅
2
1 = 6. 

Ответ: 6. 
2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямо-
угольный параллелепипед, DD1C1C 
— квадрат, DC = 3, BD1 = 22 . 
1) Найти: BC.  
2) Доказать: BCD1 ⊥ DC1B1. 
Решение: 1) BD= 13922 =− , 
BC= 913 − = 2. 
Пусть DC1∩D1C = M, AB1 ∩ A1B = N, тогда D1C ⊥ C1D, AB1 ⊥ A1B,  
т.к. параллелепипед прямоугольный, то AD ⊥ (AA1B1B) ⇒ MN ⊥ 
(AA1BB1) и AN = MD (т.к. AB1 ⊥ DC1, то ANMD — параллело-
грамм и ⇒ AD || MN) ⇒ A1N ⊥ (AB1C1D) ⇒ BCD1 ⊥ DC1B1. Ч.т.д. 
Ответ: 1) 2. 

С-13. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — правильная 
четырехугольная призма, AB = a,  

DD1 =
4

14a . Через BD и середину 

D1C1 проведена плоскость. 
Найти: Sсеч.. 
Решение: 
Пусть F — середина D1C1. Проводим FK || BD, K ∈ B1C1 ⇒ BKFD 

— искомое сечение. BD = a2  ⇒ FK = a
2
2 . 

PQ — средняя линия BDC. PQ ∩ AC = H, AC ∩ BD = O ⇒ 

⇒ OH =
4
1 AC =

4
2a . Пусть S — середина FK ⇒ 

⇒ SO =
2

214 2
16 16

aa + = a ⇒ Sсеч. =
22 2 32

2 2 4
a a aa

⎛ ⎞ ⋅
+ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Ответ: 
23 2
4

a . 
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2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой парал-
лелепипед, ABCD — ромб, AB = m, 
∠ADC = 135°, через DC и A1 проведена 
плоскость α, ∠(α, ABC) = 60°. 
Найти: BB1, Sсеч.. 
Решение: 
BH ⊥ DC ⇒ B1H ⊥ DC ⇒ ∠B1HB = 60°. 

BH =
2
22

2
)(

2
m

m

m

DC
ABCDS

==  ⇒ B1B = BH ⋅ tg60° =
2
6m . 

Sсеч. = 2( ) 2
cos60

S ABCD m=
°

.  Ответ: 26 , 2
2
m m . 

C-14. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой па-
раллелепипед, BC = 7, CD = 15,  
∠BCD = 60°, ∠(BC1D, ABC) = 45°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
CH ⊥ BD ⇒ C1H ⊥ BD ⇒ C1HC = 45°. 
По теореме косинусов. 
 
 

BD = 169105274
2
1157222549 =−=⋅⋅⋅−+ = 13. 

S(BCD) =
4

3105
2
3157

2
1

=⋅⋅⋅  ⇒  

⇒ CH = C1C =
26

3105
132

31052
=

⋅
=

BD
S  ⇒  

⇒ Sбок. = 2C1C ⋅ BC + 2C1C ⋅ DC = 2C1C(BC + CD) = 

=
13

3231022
13

3105)157(
13

3105
=⋅=+⋅ . Ответ: 2310 3

13
. 

С-15. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — наклонный параллелепипед,  
∠A1AB = ∠A1AD, ABCD — квадрат, AB = a, AA1 = b. 
Найти: S(BB1D1D). 
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Решение: 
Т.к. ∠A1AD = ∠A1AB, то AA1 
проецируется на AC.  
Но AC ⊥ BD ⇒ AA1 ⊥ BD ⇒ 
высота BB1D1D равна AA1 ⇒  
⇒ S(BB1D1D) = 2 ab. 
Ответ: 2 ab. 
2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — наклон-
ный параллелепипед, AA1 = 10,  
Sбок.=880, р(DD1, CC1):р(DD1, AA1) = 
= 7 : 15, Р(AA1, CC1) = 26. 
Найти: ∠((DD1C1), (DD1A1)), 
∠((DD1C1), (CC1B1)) — углы между 
гранями. 
Решение: Проводим MNPQ — перпендикулярное сечение ⇒ 
Sбок.=10 ⋅ р(MNPQ)⇒р(MNPQ)=88. Пусть QP = 7x ⇒ MQ = 15x ⇒ 
⇒ р = 88 = 44x ⇒ x = 2 ⇒ QP = 14, MQ = 30. 
По теореме косинусов: 

∠MQP = arccos
QPMQ

MPQPMQ
⋅
−+

2

222
= arccos

840
420 = arccos

2
1 = 60° ⇒ 

⇒ ∠QPN = 120°. 
Ответ: 120° и 60°. 

С-16. 
1. 
Дано: SABCD — правильная четырех-
угольная пирамида, ∠(SAB, ABC) = 60°, 
р(E, ABS) = 34 , E — середина DC. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
Проведем EF ⊥ AB ⇒ SF ⊥ AB ⇒ ∠SFE = 60°.  
EH ⊥ SF ⇒ HE = 34  ⇒ FE = 8. O — центр FE ⇒ FO = 4 ⇒  
⇒ SO = 4 ⋅ tg60° = 34  ⇒ SF = 16316 +⋅ = 8 ⇒  

⇒ Sбок. = 4 ⋅
2
1 ⋅ 8 ⋅ 8 = 128. 

Ответ: 128. 
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2. 
Дано: SABC — правильная треугольная пи-
рамида, высота основания равна 32 , рас-
стояние от середины основания до противо-
положного ребра равно 3. 
Найти: 1) углы между боковыми гранями;  
2) плоский угол при вершине. 
Решение: 

1) CC1 ⊥ AB, C1D ⊥ SC ⇒ C1D = 3, C1C = 32 . 
По теореме о 3-х перпендикулярах AB ⊥ SC ⇒ SC ⊥ ABD ⇒ 

SC ⊥ BD, SC ⊥ AD ⇒ ∠ADB = 2arctg
3
2  (C1B = 2, т.к. AB = 4, т.к. 

C1C = 32  и ∆ABC — правильный). 

2) BD = 1349 =+  ⇒ ∠DCB = arcsin
4
13  ⇒ 

⇒ ∠BSC = 180° – 2arcsin
4
13 . 

Ответ: 1) 2arctg
3
2 ; 2) 180° – 2arcsin

4
13 . 

С-17. 
1. Дано: SABCD — пирамида, ABCD — 
ромб, AB = a, ∠BAD = 60°, боковые 
грани наклонены под углом в 60° к 
плоскости основания. 
Найти: высоту, Sбок.. 
Решение: SO ⊥ ABC, O = AC ∩ BD.  
MN ⊂ O, MN ⊥ AB ⇒ MN ⊥ DC; 

MN =
2
360sin)(2 2 a

a
a

AB
ABCDS

=
°

=  ⇒ MO =
4
3a , т.к. MO ⊥ AB, 

то SM ⊥ AB ⇒ ∠SMO = 45° ⇒ MO = SO =
4
3a  и SM = 3 2

4
a
⋅  ⇒  

Sбок. = 2
62

4
3

2
14

2aaa =⋅⋅⋅ . 

Ответ: 
26

2
a . 
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2. 
Дано: DABC — пирамида, AC = BC = a, 
∠ACB = 120°,  
(DAC) ⊥ (ACB), (DAB) ⊥ (ABC), ∠((DBC), 
(ABC)) = 45°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: Т.к. DAC ⊥ ACB и DAB ⊥ ACB ⇒ 
⇒ AD ⊥ ACB. 
Проведем AH ⊥ BC, по ТТП DH ⊥ BC и 
∠AНD = 45°. ⇒ AH = AD. 

AH=ACsin∠ACH=AC·sin(180°–120°)= 3
2

a , 

62
2

aDH AH= = , т.к. AD ⊥ AH и ∠AHD = 45°. 

3 31sin 2
2

AH aAB a
ABC

= = =
∠ ⋅

. 

бок.
1 ( )
2

S DH CB DA AB DA AC= ⋅ + ⋅ + ⋅ = 

= 1 6 3 33
2 2 2 2

a a aa a a
⎛ ⎞

⋅ + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ( )
2

6 3 3
4

a
+ + . 

Ответ: ( )
2

6 3 3
4

a
+ + . 

С-18. 
1. Дано: SABC — правильная четырех-
угольная пирамида, AB = a, боковые 
грани наклонены к основанию под уг-
лом 60°, через сторону основания пер-
пендикулярно к противоположной сто-
роне проведена плоскость. 
Найти: Sсеч.. 
Решение: SH ⊥ DC, HL || BC ⇒ HL ⊥ DC ⇒ ∠SHL = 60°. 
LM ⊥ SH. PQ ∋ M, PQ || DC ⇒ PQ ⊥ SM. LH ⊥ DC ⇒ LM ⊥ DC ⇒ 
LM ⊥ PQ ⇒ ABQP — искомое сечение. SO — высота пирамиды. 

LH = a ⇒ LM = asin60° =
2

3a , SH =
°60cos

2
a

= a,  
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MH = a ⋅ cos60° =
2
a  ⇒ PQ =

22
1 aDC =  ⇒  

⇒ Sсеч. = 8
33

22
3

2
1 2aaaa

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅ .   Ответ: 

23 3
8

a . 

2. Дано: ABCDEF — усеченная правиль-
ная пирамида, AB = 38 , DE = 36 . Че-
рез боковое ребро и середину противо-
положной стороны верхнего основания 

проведена плоскость, Sсеч. = 2
321 . 

Найти: Sбок.. 
Решение: EM = MF, M ∈ EF; проводим 

AN || DM, N ∈ BC ⇒ ANMD — данное сечение и трапеция EFCB 
равнобокая и M — середина EF, N — середина BC ⇒ MN ⊥ BC и 
MN ⊥ EF ⇒ MN — апофема.  

DM =
2
336 ⋅ = 9, AN =

2
338 ⋅ = 12; MO ⊥ AN ⇒ 

MO = 2 ( ) 21 3 3
21

S ADMN
DM AN

= =
+

. 

Спроецируем ∆DEF на ABC, получим 
∆D1E1F1, у которого D1O = 6, OM1 = 3, но 
AO = 8, ON = 4 ⇒ M1N = 1 ⇒ MN = 2 ⇒ 

Sбок. = 3422)3836(
2
13 =⋅+⋅ . 

Ответ: 42 3 . 

С-19. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — па-
раллелепипед, ABCD — ромб, F 
и E — середины A1B1 и A1D1 со-
ответственно. 
Записать векторы с началом и 

концом в вершинах параллелепипеда, которые: 
1) сонаправлены с EF ; 
2) противоположно направлены DC ; 
3) имеют длину, равную || 1DB . 
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Решение: 
1) EF — средняя линия ∆A1B1D1 ⇒ B1D1 || EF ⇒ BD || EF ⇒ это 

DB1  и BD . 

2) Очевидно, это DC1  и AB1 , т.к. B1A || C1D. 

3) Очевидно, 1 1,DB BD  и 1D B . 
2. 
Дано: α ∩ β = AB, α ⊥ γ, β ⊥ γ, CD ⊥ γ.  
CD ⊄ α, CD ⊄ β. 
Будут ли коллинеарны AB  и CD ? 
Решение: 
CD ⊥ γ ⇒ CD || α и CD || β ⇒ CD || AB ⇒ будут. 
Ответ: да. 
 
 
 

С-20. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. 
Найти: DCDACBDAACBA +++++ 11 . 
Решение: 

DCDACBDAACBA +++++ 11 = DCDACBDABC ++++ 11 = 

= DCDCCBBC =++ . 
Ответ: DC . 
2. 
Дано: ABCA1B1C1 — треугольная 
призма, ∆ABC — правильный,  
AB = 32 см, O — середина AB. 
Найти: || 11 CAOAAA −− . 
Решение: 

CAOAAA 11 −− = CAAOAA 11 −+ = 

= COCAOA =− 11 . 

OC = BC ⋅ cos30° = 32 ⋅
2
3 = 3 см. 

Ответ: 3 см. 
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С-21. 
1. Дано: MABC — тетраэдр, CE — медиана ∆BMC,  
K — середина EC. 
Выразить: AK  через AC , CB  и BM . 

Решение: CKACAK += = CEAC
2
1

+ = )(
2
1

2
1 CMCBAC +⋅+ = 

= )(
4
1 BCBMCBAC −++ = )2(

4
1 BMCBAC ++ = CBBMAC

2
1

4
1

++ . 

Ответ: 1 1
2 4

AC CB BM+ + . 

2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, диагонали 
пересекаются в т. O, CACDDAAOK 1)( =++⋅ . 
Найти: K. 
Решение: CDDAAO ++ = COCAAO =+ , 1 2A C CO= −  ⇒ K = –2. 
Ответ: –2. 

С-22. 
1. Дано: DABC — тетраэдр, O — т. пересе-
чения медиан ∆ABC, F ∈ AD,  
AF : FD = 3 : 1. 
Разложить OF  по CA , CB  и CD . 
Решение: COCFOF −= = 

= )(
3
2

2
1

4
3 CBCAADCA +⋅−+ = 

= )(
3
1)(

4
3 CBCACACDCA +−−+ = CBCDCA

3
1

4
3

12
1

−+ . 

Ответ: CBCDCA
3
1

4
3

12
1

−+ . 

2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. 
Доказать: его диагонали пересекаются и точкой пересечения 
делятся пополам (используя векторы). 
Доказательство: 

Пусть O1 — середина AC1, тогда 11 2
1

2
1 DCDADO += = 

= 12
1

2
1

2
1 DDDCDA ++ . 
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Пусть O2 — середина A1C⇒ 12 2
1

2
1 DADCDO += = DCDA

2
1

2
1

1 + = 

= DCDDDA
2
1

2
1

2
1

1 ++  ⇒ O1 и O2 совпадают; для других анало-

гично. 

С-23. 
Дано: DABC — тетраэдр, DA ⊥ ABC,  
DA = 34 см, AB = 2 см, ∠ABC = 90°, 
∠BAC = 60°, M ∈ DA, AM = MD, O — 
точка пересечения медиан ∆ABC. 
Найти: 1) Sбок.; 2) Sсеч. плоскостью BMC; 
3) ∠(ABC, MBC); 4) ∠(BD, BMC); 
5) разложить DO  по DA , DB  и DC ; 
6) ∠(MBC, ABD). 
Решение: 

1) AB ⊥ BC ⇒ DB ⊥ BC. DB = 1324484)34( 2 =+=+  ⇒ 

Sбок. = 132tg602
2
1

60cos
234

2
1234

2
1

⋅°⋅+
°

⋅⋅+⋅⋅ = 

= 3923834 ++ = 156312 + см2. 

2) MB = 4)32( 2 + = 4 ⇒ S(MBC) = 34
2
1324 =⋅⋅ см2. 

3) AB⊥BC⇒MB ⊥ BC ⇒ ∠(ABC, MBC) = ∠MBA = arctg
2

32 = 60°. 

4) аналогично пункту 3 ∠(DB, BMC) = ∠DBM = ∠DBA – ∠MBA = 

= arctg
2

34 – 60° = arctg 32 – 60°. 

5) )(
2
1

3
2 ACABDAAODADO +⋅+=+= = 

= )(
3
1 DADCDADBDA −+−+ = )(

3
1 DCDBDA ++ . 

6) ∠(MBC, ABD) = ∠(BC, AB) = 90°. 
Ответ: 1) ( )12 3 156+ см2; 2) 4 3 см2; 3) 60°; 

4) arctg 2 3 60− ° ;  5) ( )1
3

DA DB DC+ + ; 6) 90°. 
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ВАРИАНТ 5. 

С-1. 
1. 
Дано: ABCD — трапеция, AD || BC,  
AB∩CD=M, E — середина AD, O ∈ BC, 
K ∉ (ABC). 
Найти: при каком условии K, M, O и E 
лежат в одной плоскости. 
Решение: 
O ∈ (KME), когда O ∈ ME, т.к. E — 
середина AD, то O — середина BC. 
Ответ: когда O — середина BC. 

2. 
Построить линию пересечения плоско-
стей (AB1C) и (A1C1B). 
Построение: 
A1B∩AB1 = M, B1C ∩ BC1 = N, MN || AC, 
MN || A1C1, MN — искомая прямая. 
 
 

С-2. 
1. Дано: a и b — скрещивающиеся прямые. 
Найти: взаимное положение прямых EF и 
a, EF и b. 
Решение: Если прямые EF и a, EF и b 
параллельны или пересекаются, то пря-
мые AA1 и BB1 лежат в одной плоскости. 
Значит, прямые a и b лежат в одной 
плоскости ⇒ противоречие. Значит, EF и 
a, EF и b — скрещиваются. 
Ответ: они попарно скрещиваются. 

2. 
Дано: ABCD — тетраэдр, E, F, P, M — сере-
дины AD, CD, BC, AB соответственно. 
Доказать: EP и MF пересекаются и точкой 
пересечения делятся пополам. 
Доказательство: 
EM — средняя линия ∆ADM.  

Значит, EM =
2
1 BD, EM || BD. 
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M
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O

A
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FP — средняя линия ∆CDB. Значит, FP =
2
1 BD, FP || BD. 

Значит, FP = EM и FP || BD. Значит MEFP — параллелограмм. 
Его диагонали MF и EP пересекаются и точкой пересечения де-
лятся пополам. Ч.т.д. 

С-3. 
1. Дано: ∆ABC и ∆DBC не лежат в 
одной плоскости, M — середина BD, 
H — середина CD, K — середина 
AC, (MKH) ∩ AB = P. 
Доказать: PH и MK пересекаются и 
точкой пересечения делятся пополам. 
Доказательство: 
MH — средняя линия ∆BCD.  

Значит, MH || BC, MH =
2
1 BC. 

Значит, (MKH) пересекает (ACB) по прямой, параллельной BC. 

Значит, PK — средняя линия ∆BAC. PK || BC, PK =
2
1 BC. 

Значит, PKHM — параллелограмм. Его диагонали PH и MK пере-
секаются и точкой пересечения делятся пополам. Ч.т.д. 
2. Дано: ABCD — параллело-
грамм, ∠BCC1 = 120°,  
AA1 = BB1 = CC1 = DD1,  
AA1 || BB1 || CC1 || DD1. 
1) Построить линию пересече-
ния OO1 плоскостей, проходя-
щих через прямую AA1 и точку M и прямую DD1 и точку K. 
2) Найти взаимное положение OO1 и AA1. 
3) ∠(OO1, AD) — ? 
Решение: 1) Через т. M проведем прямую MH, параллельную DD1. 
MH ∩ CD = H. 
Через т. K проведем прямую KF, параллельную AA1. 
KF ∩ AB = F, D1K ∩ A1M = O1, DF ∩ AH = O. 
OO1 — линия пересечения плоскостей (DDK) и (AA1M). 
2) (AA1M) || CC1, (DD1K) || CC1. Значит, OO1 || CC1 || AA1. 
3) OO1 || CC1, AD || BC. 
∠(AD; OO1) = ∠(BC; CC1) = 180° – 120° = 60°. 
Ответ: 2) OO1 || AA1; 3) 60°. 
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С-4. 
1. Дано: α || β || γ, l1 и l2 — скрещивающиеся 
прямые, l1 ∩ α = A1, l1 ∩ β = A2, l1 ∩ γ = A3, 
l2 ∩ α=B1, l2∩β=B2, l2 ∩ γ = B3, B1B2 = 5 см, 

A2A3 = 6 см, 
15
8

32

21 =
BB
AA . 

Найти: A1A3 — ? B1B3 — ? 
Решение: 
Через точку A1 проведем прямую l3, па-
раллельную l2. 
l3 ∩ β = B′2, l3 ∩ γ = B′3. 
Из подобия ∆A2A1B′2 и ∆A3A1B′3 следует, 

что 
31

21

31

21
BA
BA

AA
AA

′
′

= , A1B′2 = B1B2, A1B′3 = B1B3. 

Пусть A1A2 = 8x, B2B3 = 15x. 
xx

x
155
5

86
8

+
=

+
.  

30 + 40x = 40x + 120x2. x2 =
4
1 , т.к. A1A2=8x > 0, то x = 1

2
. 

Значит, A1A3 = 6 + 8x = 6 +8 ⋅
2
1 = 10 см; 

B1B3 = 5 + 15x = 5 + 15 ⋅
2
1 = 12,5 см. 

Ответ: 10 см; 12,5 см. 
2. 

A
B

C

α

 p

 q

 
Дано: p ⊂ α, q ⊂ α, p и q пересекаются, A ∉ α, AB || p, AC || q, A ∈ 
β, C ∈ β. 
Найти: взаимное расположение плоскостей α и β. 
Решение: 
Если B ∈ β, то α || β. 
Если B ∉ β, то α и β пересекаются. 
Ответ: α || β ТИТТ, когда B ∈ β. 

A3

l1

γ

α

β

A1

A2

B1
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B3
B′3

B′2
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С-5. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед, E ∈ B1C1, F ∈ AD, 

2
5

1

1 ==
FA
DF

EC
EB , O — точка пе-

ресечения диагоналей паралле-
лепипеда. 
Доказать: E и F — симметричны относительно точки O. 
Доказательство: 
∆AOD = ∆C1OB1 (по трем сторонам). Значит, ∠ODA = ∠OB1C1. 

Т.к. AD = B1C1 и 
FA
DF

EC
EB
=

1

1 , то FD = B1E. 

Значит, ∆EB1O = ∆FDO (по двум сторонам и углу между ними). 
Значит, EO = FO. Значит, E и F симметричны относительно точки 
O. Ч.т.д. 
2. 
Дано: ABCD — тетраэдр, K, N, M, P, R, S — 
середины AD, BD, BC, AC, AB, DC. 
Доказать, что AD2 + BD2 + CD2 + AB2 +  
+ BC2 + AC2 = 4(PN2 + KM2 + RS2). 
Доказательство: 

PR — средняя линия ∆ABC; PR =
2
1 BC,  

PR || BC. 

SN — средняя линия ∆DBC, SN =
2
1 BC, SN || BC. 

Значит, PRNS — параллелограмм. 
Аналогично PKNM — параллелограмм и KSMR параллелограмм. 
По свойству параллелограмма: удвоенная сумма квадратов сто-
рон параллелограмма равна сумме квадратов диагоналей. 
2PR2 + 2PS2 = PN2 + RS2. 
2KP2 + 2PM2 = RN2 + KM2. 
2KP2 + 2RM2 = RS2 + KM2. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++ 222222

4
1

4
1

4
1

4
1

4
1

4
12 ACBDABDCADBC = 

= 2PN2 + 2RS2 + 2KM2. 
AD2 + BD2 + CD2 + AB2 + BC2 + AC2 = 4(PN2 + KM2 + RS2). Ч.т.д. 
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С-6. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — куб, 
ребра равны 8 см. P, M, T — 
середины ребер A1B1, C1C, AD. 
Построить сечение куба плоско-
стью, проходящей через P, M, T. 
Найти: Sсеч. — ? 
Построение: 

Через точку T проведем прямую TT′, параллельную AA1, T′ — 
середина A1D1; TT′ ∩ A1D1 = T′. 
Пусть TM ∩ T′C1 = X.  Пусть PX ∩ B1C1 = K. 
Проведем KM. В грани AA1D1D проведем прямую ET, параллель-
ную KM; TE ∩ AA1 = E. 
Проведем EP. В грани DD1C1C проведем прямую MR, параллель-
ную EP; MR ∩ CD = R. 
Проведем TR. 
(EPKMRT) — искомое сечение. 
Из построения видно, что E — середина AA1; K — середина B1C1; 
R — середина CD. 
Т.к. ABCDA1B1C1D1 — куб, то EP = PK = KM = MK = TR = ET. 
EM || AC; EM = AC.  KT || C1D; KT = C1D.  PR || A1D’ PR = A1D. 
Значит, EM = KT = PR. 
Значит, EPKMRT — правильный шестиугольник со стороной 

242
2
8

2
8

2
8 22

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=a  см. 

Sсеч. = 6 ⋅
2
1 ⋅ a ⋅ a ⋅

2
3 = 3 ⋅ 16 ⋅ 2 ⋅

2
3 = 348  см2. 

Ответ: 348  см2. 
2. 
Дано: DABC — тетраэдр, P ∈ AB, DE — 
медиана грани CDB. 
Построить сечение тетраэдра плоскостью, 
проходящей через точки C и P и парал-
лельной DE. 
Построение: 
В плоскости DBC через точку C проведем 
прямую, параллельную DE. Она пересекает-
ся с прямой DB в точке X. Т.к. E — середина 
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BC и DE||CX, то DE — средняя линия ∆XBC. Значит, XD= DB. 
Пусть XP ∩ AD = M. (MPC) — искомое сечение. 
DE || (MPC), т.к. DE || XC и XC ∈ (MPC). 

С-7. 
1. Дано: ∆ABC; A ∈ α; BC || α; BB1 ⊥ α; 
CC1 ⊥ α; CC1 = 4; AC1 = 209 ,  
AB1 = 33 , ∠BAC = 60°. 
Найти: BC — ? 
Решение: Т.к. BC || α, то BB1 = CC1 = 4. BB1 ⊥ α, CC1 ⊥ α.  
Значит, B1BCC1 — прямоугольник. 
∆CC1A и ∆BB1A — прямоугольные. 

CA = 209162
1

2
1 +=+ ACCC = 15. 

AB = 33162
1

2
1 +=+ ABBB = 7. 

По теореме косинусов: 

BACABACABACBC ∠⋅⋅−+= cos222 =
2
1

715249225 ⋅⋅⋅−+ = 

= 10549225 −+ = 13. Ответ: 13. 
2. Дано: α || β; a ⊥ α; b ⊥ β; a ∩ α = A; 
 b ∩ β = B; PP1 ∩ α = M. 
Построить: a ∩ β, b ∩ α. 
Построение: Т.к. α|| β, и a ⊥ α, и b ⊥ β, 
то a || b. Значит, они и прямая PP1 ле-
жат в одной плоскости, которая пере-
секает α по прямой AM, а плоскость β 
по прямой, параллельной AM. 
Пусть AM ∩ b = B1; b1 = b ∩ α. 
Через точку B в плоскости β проведем 
прямую BA1, параллельную AM. BA1 ∩ a = A1. A1 = a ∩ β. 

С-8. 
1. Дано: DABC — тетраэдр, AB = BC,  
∠DBC = ∠DBA. 
Доказать: AC ⊥ DB. 
Доказательство: 
∆DBC = ∆DBA (по двум сторонам и углу 
между ними). 
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Значит, DA = DC. 
Пусть M — середина AC, тогда DM и BM — медианы равнобед-
ренных ∆ADC и ∆ABC. Значит, AC ⊥ MB; AC ⊥ MD. 
Значит, AC ⊥ (MBD). А т.к. DB ∈ (MBD), то AC ⊥ BD. Ч.т.д. 

2. 
Дано: DABC — тетраэдр, AB=BC= AC = DA = 
= DB = DC = a, E — середина BC. 
Построить сечение тетраэдра плоскостью, 
проходящей через точку E и перпендикуляр-
ной DB. 
Найти Sсеч.. 
Построение: 

Пусть M — середина DB. Т.к. все грани тетраэдра правильные 
треугольники, то CM ⊥ BD и AM ⊥ DB. 
Построим EK || CM и KN || AM. (EKN) — искомое сечение. 

NE — средняя линия ∆ABC, NE =
2
a . 

EK = NK =
2
1 CM =

4
3

2
3

2
1

42
1 2

2 aaaa =⋅=−⋅ . 

Пусть высота ∆NKE h. 

h =
4

2
1616

3
4

222
2 aaaNEKE =−=− . 

Sсеч. = 2
1 NE ⋅ h =

2
1 ⋅

2
a ⋅

4
2a =

16
22a . Ответ: 

16
22a . 

С-9. 
Дано: ABCD — параллелограмм, 
A, D ∈ α, B, C ∉ α, AB = 15 см, 
BC = 19 см, AC1 и B1D — проек-
ции диагоналей AC и BD на α, 
AC1=22 см, B1D = 20 см. 
Найти: d(BC, α) — ? 
Решение: 

Т.к. BC || AD и DA ∈ α, то BC || α. Значит, d(BC, α) = BB1 = CC1. 
B1C1 || BC, B1C1 = BC. Значит, AD = B1C1; AD || B1C1. 
Значит, AB1C1D — параллелограмм. По свойству параллелограмма 
AC1

2 + B1D2 = 2AB1
2 + 2AD2.  484 + 400 + 2AB1

2 + 722;  

AB1
2 = 81, AB1 = 9 см. BB1 = 812252

1
2 −=− ABAB = 12 см.  

Значит, d(BC, α) = 12 см.  Ответ: 12 см. 
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С-10. 
1. 
Дано: ABCD — равнобедренная трапе-
ция, d(M, AB) = d(M, BC) = d(M, CD) = 
=d(M, AD)=12 см, AD = 32 см, BC = 18 см. 
Найти: d(M,(ABC)) — ? 
Решение: 
Пусть MH ⊥ (ABC). HP ⊥ AB; HR ⊥ BC; 
HS ⊥ CD; HT ⊥ AD; 
MP ⊥ AB; MR ⊥ BC; MS ⊥ CD; MT ⊥ AD. 
∆MHP = ∆ MHR = ∆MHS = ∆MHT (по гипотенузе и катету). 
Значит, HT = HP = HR = HS. 
Значит, H — центр вписанной окружности. 

2 2 2 2( ) ( )BK AB AK AP BP AT BR= − = + − − = 

= 22 )()( BRATBRAT −−+ = 

= ))(( BRATBRATBRATBRAT −+++−+ = 

= ATBR 22 ⋅ = ADBC ⋅ = 3218 ⋅ = 24 см. 

Значит, HR = HP = HS = HT =
2
1 BH = 12 см. 

Значит, M — лежит в плоскости трапеции. 
Ответ: M — лежит в плоскости трапеции. 
2. Дано: ABCD — прямоугольник, AM — 
наклонная, ∠MAB = ∠MAD = 50°. 
Найти: ∠(AM, (ABC)) — ? 
Решение: 
Пусть MH ⊥ (ABC). Т.к. ∠MAB = ∠MAD, 
то H лежит на биссектрисе ∠BAD. 
Пусть HE ⊥ AD. По ТТП ME ⊥ AD. 
Пусть AM = a. Тогда AE = AM ⋅ cos50° = acos50°. 
Т.к. AH — биссектриса ∠BAD, то ∠HAE = 45°. Значит, ∆AEH — 
равнобедренный. 

°⋅=⋅=+= 50cos2222 aAEEHAEAH . 

cos∠(MAH) = °= 50cos2
AM
AH . 

Значит, ∠(AM, (ABC)) = arccos( 2 cos50°). 
Ответ: arccos( 2 cos50°). 
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С-11. 
1. 
Дано: концы отрезка AB = 25 см лежат 
на гранях двугранного угла, равного 
60°. Из точек A и B опущены перпен-
дикуляры AC и BD на ребра двугранно-
го угла. AC = 5 см, BD = 8 см. 
Найти: CD — ? 
Решение: 
Через точку C в плоскости (BDC) про-
водим прямую, параллельную BD.  

CK = BD, CK ⊥ CD. CDBK — прямоугольник. ∠ACK = 60°. 

AK = ACKCKACCKAC ∠⋅⋅−+ cos222 =
2
18526425 ⋅⋅⋅−+ = 

= 4089 − = 7. 
Т.к. CD ⊥ AC и CD ⊥ CK, то CD ⊥ (ACK). 
Значит, KB ⊥ (ACK) ⇒ KB ⊥ AK. 

Значит, CD = KB = 22 AKAB − = 49625 − = 576 = 24 см. 
Ответ: 24 см. 

2. 
Дано: ABCD — квадрат, AC ∩ BD= O, 
OM ⊥ (ABC), OM = 3,  
AB = BC = CD = AD = 24 . 
Найти: ∠((BMC), (DMC)). 
Решение: 
Т.к. ABCD — квадрат, то AO = BO = 
= CO = DO. 
Значит, ∆OMB = ∆OMC = ∆OMD  
(по двум катетам). 

Значит, BM = MC = MD. 
Значит, ∆MBC = ∆MCD (по трем сторонам). 
Значит, если DH ⊥ MC, то BH ⊥ MC. 
Значит, ∠((BMC), (DMC)) = ∠BHD. 

BD = AD ⋅ 2 = 8, OD = 4, MD = 16922 +=+ ODMO = 5. 
MK — высота и медиана ∆CDM. 

MK = 1782522 =−=− DKMD . 

MK ⋅ CD = DH ⋅ CM; DH = BH =
CM

MKCD ⋅ =
5

1724 ⋅ = 34
5
4 . 
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По теореме косинусов 

cos∠BHD =
HDBH

HDBHBD
⋅

++−
2

222
=

34
25
162

34
25
1634

25
1664

⋅⋅

⋅+⋅+−
=

17
8

− . 

Значит, ∠((BMC), (DMC)) = arccos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

17
8 . 

Ответ: arccos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

17
8 . 

С-12. 
1. 
Дано: ABCD — прямоугольник, AB = 3,  
AD = 4, прямоугольник перегнут по диаго-
нали AC так, что образовался прямой дву-
гранный угол. 
Найти: BD. 
Решение: BM ⊥ AC, DN ⊥ AC, BD2 = BM2 + MN2 + ND2. 

BM = ND =
5

12
22
=

+

⋅
=

⋅

BCAB

BCAB
AC

BCAB . 

MC =
5

16
5
44

25
9116

25
1441622 =⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=− BMBC . 

NC =
5
9

25
144225

25
144922 =

−
=−=− NDCD . 

MN = MC – NC = 16 9 7
5 5 5
− = . 

BD2 =
25

337
25

144
25
49

25
144

=++ , BD = 337
5

.  Ответ: 337
5

. 

2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямоугольный па-
раллелепипед, AB = 4, AB1 = 15, B1D = 305 . 
Найти: d(AB, B1D) — ? 
Изобразить общий перпендикуляр этих пря-
мых. 
Решение: 
AB || (DA1B1), AE ⊥ A1D; AE ⊥ CD. 
Значит, d(AB, B1D) = d(AB, (DA1B1)) = AE. 

B
C

A D

N

M

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

E

F

P
Q

StudyPort.ru



 74

BB1 = 2091622522
1 =−=− ABAB . 

BD = 962093052
1

2
1 =−=− BBDB . 

AD = 80169622 =−=− ABBD . 

A1D = 289163052
11

2
1 =−=− BADB . 

AE = 1045
17
4

289
52094

289
80209

1

1 =
⋅

=
⋅

=
⋅
DA
ADAA . 

EF || CD; QP || AE. 
QP — общий перпендикуляр прямых AB и B1D. 

Ответ: 1045
17
4 . 

С-13. 
1. 
Дано: ABCA1B1C1 — правильная призма, 
все ребра равны 32 , через сторону осно-
вания под углом 60° к его плоскости про-
ведена плоскость. 
Найти: Sсеч. — ? 
Решение: 
E — середина AC, BE ⊥ AC (т.к. ∆ABC — 
правильный). 
В плоскости (B1BE) проведем прямую FE 
под углом 60° к основанию. 

EF ∩ B1B = F (по ТТП FE ⊥ AC), FC ∩ B1C1 = T, FA ∩ A1B1 = P. 
(APTC) — искомое сечение. 

BE = 3
2

332
=

⋅ , FB = BE ⋅ tg60° = 3 ⋅ 3 , FB1 = FB – BB1 = 3 . 

∆FB1K ∼ ∆FBE (по двум углам). 

Значит, 
3
111 ==

FB
FB

EB
KB , KB1 = EB

3
1 = 1. 

∆PB1T ∼ ∆A1B1C1 (по двум углам). 

3
1

11

1

11
==

BE
KB

CA
PT , PT =

3
32

3
11 =

CA , KM ⊥ BE. 

KE
KM = sin60°, KE =

°60sin
32 = 4. 

C

M
A B

PA1 B1

E1

E

T

F

K

C
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Sсеч. = 2
1 (PT + AC) ⋅ KE = 432

3
32

2
1

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ = ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⋅⋅ 3

3
322 = 

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅

3
344 =

3
316 .  Ответ: 

3
316 . 

2. 
Дано: ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правиль-
ная призма, Sбок. грани = Q. 
Найти: площадь сечения, перпендикуляр-
ного к меньшей диагонали основания и 
делящего эту диагональ пополам. 
Решение: Т.к. ABCDEF — правильный 
шестиугольник, то EC ⊥ AD, CE ∩ DA = O 
и O — середина EC. 
Значит, CE ⊥ (AA1D), AD = 2FE. 

DDAAS
11

= AD ⋅ AA1 = 2FE ⋅ AA1 = 2Q. Ответ: 2Q. 

С-14. 
Дано: ABCA1B1C1 — прямая призма, 
AB = 13, BC = 21, AC = 20,  
∠(A1C, (CC1B1)) = 30°. 
Найти: Sполн. пов. — ? 
Решение: 
A1K⊥B1C1, CC1⊥(A1B1C1) ⇒ CC1 ⊥ A1K. 
Значит, A1K ⊥ (CC1B1). 
Значит, ∠(A1C, (CC1B1)) = ∠A1CK. 
S(ABC) 
= )2027)(2127)(1327(27 −−− = 761427 ⋅⋅⋅ = 

= 767239 ⋅⋅⋅⋅⋅ = 7 ⋅ 3 ⋅ 623 ⋅⋅ = 21 ⋅ 6 = 126. 
A1K2 = 2 22 2

1 1 1 1 1 1A C C K A B B K− = − ⇔  231 = C1K2–B1K2 
C1K+B1K = C1B1 = 21 ⇒ C1K–B1K = 11 ⇒ C1K = 16 ⇒ B1K = 5 

22
1 1 1 1 400 256 12A K A C C K= − = − =  

1 24
sin30

AKA C = =
°

. AA1 = 11417640057622
1 ==−=− ACCA . 

Sп.п. = 2S(ABC) + AA1(AB + BC + AC) = 2 ⋅ 126 + 114 ⋅ 54 = 
= 11216 + 252 = 36(7 + 116 ).  Ответ: 36(7 + 116 ). 

A

B C

D

A1

B1 C1
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С-15. 
1. 
Дано: ABCA1B1C1 — призма, все реб-
ра равны между собой,  
∠(AA1, (ABC)) = 60°,  
∠CAA1=∠A1AB < 90°, S(CC1B1B) = Q. 
Найти: Sбок. пов. — ? 
Решение: 
AM — высота, биссектриса и медиа-
на правильного ∆ABC.  

Т.к. ∠CAA1 = ∠A1AB, то основание высоты A1H призмы лежит на 
AM. Значит, ∠(AA1; (ABC)) = ∠A1AH = 60°. 
A1H ⊥ BC; AM ⊥ BC. Значит, BC ⊥ (AA1M). 
Значит, BC ⊥ AA1. Значит, BC ⊥ CC1. 
Значит, BCC1B1 — прямоугольник. 
Пусть ребро призмы a. Значит, a2 = Q. a = Q . 
KH ⊥ AC. ∠CAM = 30°. 

AH
AK = cos30°; AH =

3
2

30cos
AKAK

=
°

. 

1AA
AH = cos60°; AA1 =

3
42

60cos
AKAHAH

==
°

. 

13AA = 4AK; 
4
3

1
=

AA
AK = cos∠CAA1, sin∠CAA1 = 4

13
16
31 =− . 

Значит, Sбок.пов. = 2 ⋅ AA1 ⋅ AC ⋅ sin∠CAA1 + Q = 2Q ⋅
4
13 + Q = 

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

2
131Q .  Ответ: ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

2
131Q . 

2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед, d(AA1, DD1) = 10,  
d(AA1, BB1) = 17, S(BB1D1D) = 210, 
d(AA1, B1D) = 8. 
Найти: Sбок. пов. — ? 
Решение: 
Построим перпендикулярное се-
чение A2B2C2D2 параллелепипеда. 
Тогда A2B2 = 17; B2C2 = 10. 

B2D2 — проекция B1D на плоскость (A2B2D2). 

A

B

C

A1 C1
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A2K ⊥ B2D2. B1B2 ⊥ (A2B2C2) ⇒ A2K ⊥ B1B2 ⇒  
⇒ A2K ⊥ (B1BD) ⇒ A2K ⊥ B1D. AA1 ⊥ (A2B2D2). Значит, AA1 ⊥ A2K. 
Значит, d(AA1, B1D) = A2K = 8. 

B2K = 642892
2

2
22 −=− KABA = 15. 

D2K = 641002
2

2
22 −=− KADA = 6. 

Значит, B2D2 = 21 или 9.  S(BB1D1D) = B2D2 ⋅ BB1. 

Значит, BB1 = 21
210  или 

9
210 .  BB1 = 10 или 

9
210 . 

Значит, Sбок. пов. = AA1 ⋅ (2A2B2 + 2A2D2) = 2AA1(27) = 54AA1. 
Значит, Sбок. пов. = 540 или 1260. 
Ответ: 540 или 1260. 

С-16. 
1. Дано: SABCD — правильная четы-
рехугольная пирамида, AB = a, 
∠((ASD), (CSD)) = 120°. 
Найти: Sбок. пов. — ? 
Решение: Т.к. пирамида правильная, то 
∆ASD = ∆CSD. 
Значит, если AK ⊥ SD, то CK ⊥ SD. 
Значит, ∠AKC = 120°. AC = 2a . 
Пусть AK = x, тогда по теореме косинусов 
из ∆ACK:  2a2 = x2 + x2 – 2x2 ⋅ cos120°; 2a2 = 2x2 + x2; 

x2 =
3
2 a2, x =

3
2a ;  

из ∆AKD: sin∠ADK =
3
2

=
AD
AK ; cos∠ADK =

3
1

3
21 =− . 

tg∠ADK = 2

3
1
3
2

= .  SM ⊥ AD. tg∠ADK = 2=
MD
SM . 

SM = 2 ⋅ MD = a
2
2 . S(SAD) =

2
1 SM ⋅ AD = 2

4
2

2
2

2
1 aaa =⋅⋅ . 

Sб.п. = 4S(SAD) = 22a . 
Ответ: 22a . 

S
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DA M

K
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2. 
Дано: правильная n-угольная пирамида, 
боковые грани наклонены к плоскости 
основания под углом ϕ. 
Найти: плоский угол при вершине пирами-
ды и вычислить его для ϕ = 40° и n = 10. 
Решение: H — середина A3A4; SH⊥ A3A4;  
OH ⊥ A3A4. 

∠SHO = ϕ. ∠A3OA4 = n
°360 . 

nnHO
HA °

=
°

=
180tg

2
360tg3 ; A3H = HO ⋅

n
°180tg . 

SH
HO = cosϕ; HO = SH ⋅ cosϕ; A3H = SH ⋅ cosϕ ⋅

n
°180tg . 

tg∠A3SH =
nSH

HA °
⋅ϕ=

180tgcos3 . 

∠A3SA4 = 2arctg ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °

⋅ϕ
n

180tgcos . 

Т.к. пирамида правильная, то углы при всех вершинах равны. 
Если ϕ = 40° и n = 10, то 2arctg(cos40° ⋅ tg18°) ≈ 27°57′. 

Ответ: 2arctg ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ °

⋅ϕ
n

180tgcos ; ≈ 27°57′. 

С-17. 
1. Дано: MABC — пирамида, AB = BC,  
AC = b, ∠A = α. Боковые грани наклонены 
к плоскости основания под углом ϕ. 
Найти: высоту пирамиды, Sбок. пов. — ? 
Решение: 
Пусть MH — высота пирамиды, HK ⊥ AC; 
HL ⊥ BC; HN ⊥ AB. 
По ТТП MK  ⊥ AC; ML ⊥ BC; MN ⊥ AB. 
Значит, ∠MKH = ∠MLH = ∠MNH = ϕ. 

Значит, ∆MKH = ∆MLH = ∆MNH (по катету и острому углу). 
Значит, HK = HL = NH. 
Значит, H — центр вписанной в ∆ABC окружности. 
Т.к. ∆ABC — равнобедренный, то H ∈ BK, где BK — медиана, 
высота и биссектриса ∆ABC. 

S

H
OA1

A2 A3

A4

C

A B

H

M
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AK =
2
b ; BK = AK ⋅ tgα =

2
b tgα; AB =

α
=

α cos2cos
bAK . 

r — радиус вписанной в ∆ABC окружности. 

r =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
+

α
=

α
⋅+

α⋅⋅⋅
=

cos
11

tg
2

cos2
2

tg
22

12

)(
)(2

2

b

b

bb

bb

ABCP
ABCS =

)1(coscos
cossin

2 +αα
α⋅α

⋅
b = 

=
1cos

sin
2 +α

α
⋅

b =
2

tg
2

αb .  Значит, MH = r ⋅ tgϕ =
2

tg
2

αb ⋅ tgϕ. 

MK =
ϕcos

KH =
ϕ

α

⋅
cos

2
tg

2
b . 

Т.к. ∆MKH = ∆MLH = ∆MNH, то MK = MN = ML. 

Значит, Sбок. пов. = 2
1 ⋅ MK ⋅ P(ABC) =

2
1 ⋅

ϕ

α

⋅
cos

2
tg

2
b

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
+

cos
bb = 

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
+α

⋅
ϕ+α

α
⋅

cos
1cos

cos)1(cos
sin

4

2b =
ϕ
α

⋅
cos
tg

4

2b . 

Ответ: 
2

tg
2

αb ⋅ tgϕ; 
ϕ
α

⋅
cos
tg

4

2b . 

2. 
Дано: MABC — пирамида, AB=AC = 50, 
BC = 80, ∠MAC = ∠MAB < 90°, (MBC) 
⊥ (ABC), MH — высота пирамиды,  
d(H, (AMC)) = 312 . 
Найти: Sбок. пов. — ? 
Решение: Т.к. ∠MAB = ∠MAC, то H 
лежит на биссектрисе ∠A. 
А т.к. AB = AC, то на высоте и медиане. 
Т.к. (MBC) ⊥ (ABC), то AH высота ∆ABC. 
HL ⊥ AC, т.к. MH ⊥ AC, то AC ⊥ (MLH). 
HN ⊥ ML, AC ⊥HN, т.к. AC ⊥ (MLH). 
Значит, d(H, (AMC)) = HN = 312 . 

AH = =−=−
4

64002500
4

2
2 BCAC  

B

A

CH

M

L

N

B CH

A

L
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=
2

60
4

3600
4

640010000
==

− = 30. 

HL =
5

120
50

1200
50

4030
==

⋅
=

⋅
AC

HCAH = 2,4. 

sin∠MLH =
2
3

24
312
==

HL
NH ; ∠MLH = 60°, значит, 

ML = 2HL = 48. 

MH = ML ⋅ sin∠MLH = 48 ⋅
2
3 = 324 . 

S(MAC) =
2
1 ML ⋅ AC =

2
1 ⋅ 48 ⋅ 50 = 1200. 

∆MAC = ∆MAB (по двум сторонам и углу между ними). 
Значит, S(MAC) = S(MAB). 

S(MBC) =
2
1 MH ⋅ BC =

2
1 ⋅ 324 ⋅ 80 = 3960 . 

Sб.п. = S(MBC) + 2S(MAC) = 3960 + 2400 = 480(5 + 32 ). 
Ответ: 480(5 + 32 ). 

С-18. 
1. Дано: MABCD — правильная пирами-
да, AB = a, MA = MB = MC = MD = b, E — 
середина AB, F — середина AD. Через E, 
F параллельно AM проведена плоскость. 
Найти: Sсеч. — ? 
Решение: 
Пусть EF ∩ AC = P. 
Через точку P в плоскости AMC проведем 
прямую PK, параллельную AM. 

PK ∩ MC = K. 
Через точку F в плоскости AMD проведем прямую FT, парал-
лельную AM. 
FT ∩ MD = T. 
Через точку E в плоскости AMB проведем прямую EQ, парал-
лельную AM. 
EQ ∩ MB = Q. 
(EQKTF) — искомое сечение. 
EF ⊥ AC и EF ⊥ MO ⇒ EF ⊥ (AMO). 
Значит, EF ⊥ EQ и EF ⊥ FT. 
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Значит, EFTQ — прямоугольник. 

PK ⊥ QT.  Sсеч. = SEQTF + SQKT = FT ⋅ EF +
2
1 QT ⋅ LK. 

EF =
2
1 BD =

2
2a . FT =

2
1 AM =

2
b . 

∆KCP ∼ ∆MCA (по двум углам). 

4
3

==
AC
PC

AM
PK . PK = AM ⋅ b

4
3

4
3
= . LK = PK – PL =

424
3 bbb =− . 

Sсеч. = 16
25

4
1

2
1

2
1

2
2

42
2

2
1

2
2

2
ababbaab

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=⋅⋅+⋅ . 

Ответ: 
16

25ab . 

2. 
Дано: ABCA1B1C1 — правильная усеченная пирамида, AB = 38 , 
A1B1 = 36 . Через вершину верхнего основания перпендикулярно 
к плоскости основания и параллельно противолежащей стороне 
основания проведена плоскость. Sсеч. = 24 , SH — высота полной 
пирамиды. 
Найти: Sбок. пов.(ABCA1B1C1) — ? SH — ? 
Решение: 
Т.к. пирамида правильная, то H — 
центр ∆ABC. 
В плоскости (SCH) через точку C1 про-
ведем прямую C1P параллельную SH. 
В плоскости (ABC) через точку P про-
ведем прямую KM параллельную AB. 
KM ∩ AC = K, KM ∩ BC = M. 
(C1KM) — искомое сечение. 
Т.к. C1P||SH, то C1P⊥(ABC)⇒C1P ⊥ KM. 

Значит, 
2
1 C1P ⋅ KM = 24 . 

H1 — центр ∆A1B1C1. Т.к. C1P || HH1, то HPC1H1 — параллело-
грамм. Значит, C1H1 = HP. 

C1H1 = 3
2 ⋅ C1N1 = 2

336
3
2 ⋅
⋅ = 6. CN =

2
338 ⋅ = 12. 

CH =
3
2 CN = 8; HN =

3
1 CN = 4. 

C

A
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N1
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PC = CH – PH = 8 – 6 = 2; NP = HN + HP = 4 + 6 = 10. 
∆KMC ∼ ∆ABC (по двум углам). 

Значит, 
6
1

12
2
===

CN
PC

AB
KM . 

3
34

6
38

6
1

=== ABKM . 

Значит, т.к. 
2
1 KM ⋅ C1P = 24 , то C1P =

3
26

34
283224
==

⋅
KM

. 

Значит, HH1 = 3
26 . H1N1 = 2

1 C1H1 = 3 

NN1 = 2
1

2
11 )( HHHNNH +− =

3
2361 ⋅+ = 5. 

Sбок. пов. =3 ⋅
2
1 (AB + A1B1) ⋅ NN1 = 3 ⋅

2
1 ⋅ 314 ⋅ 5 = 3105 . 

∆C1CP ∼ ∆SCH (по двум углам). Значит, 
4
1

8
21 ===

SH
PC

CH
CP . 

Значит, SH = 4C1P = 4 ⋅ 68
3
224

3
26 == . 

Ответ: 3105 ; 68 . 

С-19. 
1. Дано: DACB — правильная пирамида, E 
— середина DC, M — середина DB, T — 
середина BA, K — середина AC. 
1) Перечислить пары противоположно 
направленных векторов, не лежащих на 
одной прямой и с началом и концом в 
точках E, M, T и K. 
2) Перечислить пары равных векторов с 
началом и концом в точках E, M, T и K. 

3) Перечислить векторы, имеющие равные длины, с концами в 
точках E, M, T и K. 
Решение: 

TK — средняя линия ∆ABC ⇒ TK || CB и TK =
2
1 BC. 

EM — средняя линия ∆DBC ⇒ EM || BC и EM =
2
1 BC. 

TM — средняя линия ∆ADB ⇒ TM || AD и TM =
2
1 AD. 

C

A

D

B
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KE — средняя линия ∆ADC ⇒ KE || AD и KE =
2
1 AD. 

1) Значит, EMTK ↑↓ ; MEKT ↑↓ ; EKTM ↑↓ ; KEMT ↑↓ . 
2) METK = ; EMKT = ; KETM = ; EKMT = . 
3) |||||||| EMMEKTTK === ; |||||||| EKKEMTTM === . 
∆DTE = ∆DKM (по двум сторонам и углу между ними). 
Значит, |||||||| KMMKTEET === . 
Ответ: 1) EM  и TK ; KT  и ME ; TM  и EK ; MT  и KE ; 
2) KT  и EM ; TK  и ME ; TM  и KE ; EK  и MT ; 
3) KT , TK , EM  и ME ; KE , EK , MT  и TM ; ET , TE , KM  и MK . 
2. Дано: MABCD — правильная пирамида, 
ME = EC. 
Найти: какие из указанных на рисунке 
векторов коллинеарны? 
Решение: 
OE — средняя линия ∆AMC. 
Значит, OE || AM. 

||PN OE , т.к. иначе прямые BD и MC ле-
жали бы в одной плоскости. 
Значит, OEAM ↑↑ . 
Ответ: AM  и OE . 

С-20. 
1. Дано: EABCDF — правильный октаэдр с 
ребром, равным a. 
Найти: || FADCBCFA +++  — ? 
Решение: 
Т.к. октаэдр правильный, то BC = AD и BC 
|| AD ⇒ ADBC = ; 
FA = CE и FA || CE ⇒ CEFA = . 
Значит, FADCBCFA +++ = CEDCADFA +++ = CEDCFD ++ = 
= FECEFC =+ . 

O = AC ∩ FE; OC = 2
2
1 a ; OE =

2
2

2

2
2 aaa =− . 

FE = 2OE = 2a .  Ответ: 2a . 
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2. 
Дано: ∆ABC и ∆A1B1C1 произвольно располо-
жены в пространстве. 
Доказать: 111111 CABCABCCBBAA ++=++ . 
Доказательство: 
Составим разность: 

111111 CABCABCCBBAA −−−++ = 

= )()()( 111111 CACCBCBBABAA −+−++ = 

= 111111 CABCAB ++ = 1111 ABBA + = 0. 

Значит, 111111 CABCABCCBBAA ++=++ . Ч.т.д. 

С-21. 
1. 
Дано: ∆ABC — правильный, M ∉ (ABC),  
MA = MB = MC, MO ⊥ (ABC). 
Выразить MO  через MB , BC , CA . 
Решение: 
Т.к. MA=MB=MC, то ∆MOA=∆MOB = ∆MOC 
(по гипотенузе и катету). 
Значит, OA = OB = OC. 

Значит, O — точка пересечения медиан ∆ABC. 

1
2 1 1( ) ( )
3 3 3

CO CC CA CB CA BC= = + = −
uuur uuuur uuur uuur uuur uuur

. 

1 1 2 1
3 3 3 3

MO MB BC CO MB BC CA BC MB BC CA= + + = + + − = + +
uuuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

. 

Ответ: 2 1
3 3

MO MB BC CA= + +
uuuur uuur uuur uuur

. 

2. 
Дано: 0

rr ≠a , 0
rr

≠b , ar  и b
r

 неколлинеарны, 
bnamba
rrrr )12(53 ++=+ . 

Найти: m — ? n — ? 
Решение: 

)42()3( −=− nbma
rr . 

Т.к. ar ≠ 0 и b
r
≠ 0, то m = 3, n = 2. 

Ответ: m = 3, n = 2. 
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С-22. 
1. Дано: ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правиль-
ная призма, длина стороны основания — a, 
∠(AB1, AB) = ϕ, 1e , 2e , 3e  — единичные 

векторы, сонаправленные с векторами AB , 
AF  и 1AA . 

Разложить вектор 1AD  по векторам 1e , 2e  

и 3e . 
Решение: ∠(AB1, AB) = ∠B1AB = ϕ. 
Значит, AA1 = BB1 = AB ⋅ tgϕ = atgϕ. 

1AD = 1DDEDFEAF +++ = 1)( DDABAFABAF ++++ = 

= 122 DDABAF ++ = 2a 1e + 2a 2e + atgϕ 3e . 

Ответ: 2a 1e + 2a 2e + atgϕ 3e . 
2. Дано: ABCA1B1C1 — призма, 
(A2B2C2) пересекает боковые ребра и 
параллельна основаниям. 
Доказать: точки пересечения медиан 
оснований и сечения лежат на одной 
прямой. 
Доказательство: 
Пусть M1 и M — точки пересечения 
медиан верхнего и нижнего основа-
ний соответственно. 
M2 — точка пересечения медиан сечения. 
Отметим в пространстве произвольную точку O. 

)(
3
1

1112221221 OCOBOAOCOBOAOMOMMM −−−++=−= = 

= )(
3
1

212121 CCBBAA ++ . 

Аналогично MM1 = )(
3
1

111 CCBBAA ++ . 

Т.к. (A2B2C2) параллельна (ABC) и (A1B1C1), то 

k
CC

CC
BB

BB
AA

AA
===

1

21

1

21

1

21 . 

Тогда 21MM = )(
3
1

111 CCBBAAk ++⋅ = k ⋅ MM1 . 

Значит, точки M, M1, M2 лежат на одной прямой. Ч.т.д. 

A

B C

D
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D1

EF

E1F1

A B

C

A2

C2

B2

M

M2

A1

C1

B1

M1

StudyPort.ru



 86

С-23. 
Дано: ABCA1B1C1 — прямая призма, AC = 
13 см, AB = 14 см, BC = 15 см, AA1 = 10 см, 
M — середина AA1, H — середина BB1. 
Найти: 1) Sполн. пов.; 
2) площадь сечения плоскостью (MHC); 
3) ∠((MHC), (ABC)) — ? 
4) ∠(AA1, (MHC)) — ? 
5) разложить вектор MK  по векторам 

1AA , AC  и AB , K — середина CH; 
6) построить линию пересечения плоскостей MHC и ABC. 
Решение: 1) P(ABC) = 42 см. 
S(ABC) = )1521)(1421)(1321(21 −−−  см2 = 67821 ⋅⋅⋅ = 

= 324237 ⋅⋅⋅⋅ = 21 ⋅ 4 = 84 см2. 
Sп.п. = P(ABC) ⋅ AA1 + 2S(ABC) = (42 ⋅ 10 + 2 ⋅ 84) см2 = 
= (420 + 168) см2 = 588 см2. 
2) (MHC) ∩ (ABC) = PQ, PQ || AB, AP ⊥ PQ. 
По ТТП MP ⊥ PQ. Значит, MP ⊥ MH (т.к. MH || PQ). 

S(ABC) =
2
1 AP ⋅ AB. AP =

14
842)(2 ⋅

=
AB
ABCS = 12 см. 

MP = 25144
4

2
1222 +=+=+

AA
APAMAP = 13 см. 

S(MHC) =1/2MP ⋅ MH =1/2⋅ 13 ⋅ 14 = 91 см2. 
3) ∠MPA — линейный угол двугранного угла, образованного 
плоскостями MHC и ABC. 

cos∠MPA =
13
12

=
MP
AP . Значит, ∠MPA = arccos

13
12 . 

4) ∠(AA1,(MHC))=∠AMP. cos∠AMP=
13
5

=
MP
AM . ∠AMP=arccos

13
5 . 

5) )(
2
1)(

2
1 ABACMAMHMCMK ++=+= = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− ABACAA12

1
2
1 = 

= ABACAA
2
1

2
1

4
1

1 ++− . 

Ответ: 1) 588 см2; 2) 91 см2; 3) arccos
13
12 ; 4) arccos

13
5 ; 

5) ABACAA
2
1

2
1

4
1

1 ++− ; 6) см. рисунок (линия PQ). 
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ВАРИАНТ 6. 

С-1. 
1. 

Дано: ∆ABC, 
3
2

=
BC
AB , биссектрисы ∠A и 

∠С пересекаются в точке O, E ∈ AC, D ∉ (ABC). 
Найти: при каком условии можно провести плоскость через точки 
D, B, O и E? 
Решение: 
Через точки D, B, O и E можно провести плоскость, когда точки 
B, O, E лежат на одной прямой, а это возможно, когда BE — бис-
сектриса ∠B. По свойству биссектрисы треугольника: 

3
2

==
BC
AB

EC
AE . 

Ответ: когда AE : EC = 2 : 3. 
2. 
Построить линию пересечения плоско-
стей (PKT) и (MCE). 
Решение: 
ME ∩ PT = O, (PKT) ∩ (MCE) = KO, т.к. 
KO ⊂ (MCE) и KO ⊂ (PKT). 
 
 
 

С-2. 
1. 
Дано: на рисунке прямые a и b — скрещи-
вающиеся. 
Найти: взаимное положение прямых PQ и 
a, PQ и b. 
Решение: 
Прямые PQ и a, PQ и b скрещиваются, т.к. 
иначе прямые AA1 и BB1 лежали бы в од-
ной плоскости, т.е. a и b лежали бы в од-
ной плоскости, что противоречит усло-
вию. 
Ответ: PQ и a, PQ и b скрещиваются. 
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2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед, E — середина A1D1, F — сере-
дина D1C, P — середина CD, M — се-
редина A1D. 
Доказать: EP и MF пересекаются и точ-
кой пересечения делятся пополам. 
Доказательство: 
EM — средняя линия ∆A1D1D.  

Значит, EM || DD1 и EM =
2
1 DD1. 

FP — средняя линия ∆CD1D. Значит, FP || DD1 и FP =
2
1 DD1. 

Значит, EM || FP и EM = FP. Значит, EFPM — параллелограмм. 
По свойству диагоналей параллелограмма EP и FM пересекаются 
и точкой пересечения делятся пополам. Ч.т.д. 

С-3. 
1. Дано: ∆APD и ABCD — трапеция — 
имеют общую сторону AD и лежат в 
разных плоскостях, (BCK) ∩ AP = M,  
K — середина PD, AD = 2BC. 
Доказать: MC и BK пересекаются и точ-
кой пересечения делятся пополам. 
Доказательство: 
(BCK) пересекает (APD) по прямой, па-
раллельной AD ⇒ MK || AD. 

Т.к. K — середина PD, то MK — средняя линия ∆APD ⇒ MK = 

=
2
1 AD. BC =

2
1 AD и BC || AD ⇒ MK || BC и MK = BC. 

Значит, MKCB — параллелограмм, по свойству диагоналей па-
раллелограмма MC и BK пересекаются и точкой пересечения де-
лятся пополам. Ч.т.д. 

2. Дано: ABCD — параллелограмм, 
∠ABC = 110°, AA1 = BB1 = CC1 = DD1, 
AA1 || BB1 || CC1 || DD1, M ∈ BB1,  
E ∈ BB1. 
1) Построить линию пересечения KK1 
плоскостей, проходящих через пря-
мую AD и точку M и прямую A1D1 и 
точку E. 

A
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2) Каково взаимное положение прямых KK1 и BC? 
3) Чему равен угол между прямыми KK1 и DC? 
Решение: 1) Через точку M проведем прямую MN, параллельную 
AD. Через точку E проведем прямую EL, параллельную A1D1. 
EA1 ∩ AM = K, DN ∩ D1L = K1, KK1 — искомая прямая. 
2) KK1 || AD ⇒ KK1 || BC. 3) DC || AB, KK1 || BC. 
Значит, ∠(KK1, DC) = ∠(AB, BC) = 70°. 
Ответ: 2) KK1 || BC; 3) 70°. 

С-4. 
1. Дано: α || β || γ, l1 и l2 — скрещиваются 
и пересекают эти плоскости в т. A1, A2, A3 
и B1, B2, B3 соответственно; A1A2 = 4 см, 
B2B3 = 9 см, A2A3 = B1B2. 
Найти: A1A3, B1B3. 
Решение: Проведем l′2 через т. A2 || l2. 
Пусть l′2 ∩ α = B′1, l′2 ∩ γ = B′3 ⇒ 
⇒ ∆A2B′1A1 ∼ ∆A2B′3A3 ⇒ 

⇒ 
32

12

32

12
BA
BA

AA
AA

′
′

=  ⇒ A2B′1⋅A2A3 = 

= A2A1⋅A2B′3 = 36 см ⇒ 
⇒ A2B′1 = A2A3 = B2B1 = 6 см ⇒ A1A3 = 10 см, B1B3 = 15 см. 
Ответ: 10 см, 15 см. 
2. Дано: a || α, b || β, a || β, b || α. 
Найти: взаимное расположение a и b, чтобы α и β были парал-
лельны. 
Решение: Из признака параллельности плоскостей следует, что a 
и b должны пересекаться, либо скрещиваться. 
Ответ: Прямые должны пересекаться, либо скрещиваться. 

С-5. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, A1K : KB1 = CP : PD = 
=  3:1, K ∈ A1B1, P ∈ DC. 
Доказать: K и P — симметричны отно-
сительно точки пересечения диагоналей 
параллелепипеда. 
Доказательство: KB1 = PD, KB1 || PD ⇒ 
⇒ KB1PD — параллелограмм. Пусть O 
— точка пересечения диагоналей парал-
лелепипеда. ⇒ т.к. B1O=OD, B1D ∩ KP = 
= O ⇒ KO = OP. Ч.т.д. 
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2. 
Дано: DABC — тетраэдр. 
Доказать: прямые, проходящие через вер-
шины тетраэдра и точку пересечения меди-
ан противоположных сторон, пересекаются 
в одной точке. 
Доказательство: 
Пусть K — середина AB, C1 — точка пере-
сечения медиан ∆ADB, а D1 — ∆ABC. 

O = DD1 ∩ CC1; т.к. DK и CK — медианы KC1 : KD = KD1 : KC =  

= 1 : 3 ⇒ ∆KC1D1 ∼ ∆ KDC⇒C1D1 || CD и C1D1= 3
1 CD⇒∆OC1D1 ∼  

∼ ∆OCD и C1O : OC = D1O : OD =
3
1 . 

Такое же отношение аналогично доказывается и для других от-
резков ⇒ все они пересекаются в одной точке. Ч.т.д. 

С-6. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — куб, AB = 4 см, 
P — середина AD, T — середина CD,  
O — центр ABCD, O1 — A1B1C1D1. 
Построить: сечение, проходящее через 
P, T, M, где M — середина OO1. 
Найти: его площадь. 
Решение: 
EF || PT, M ∈ EF, E ∈ AA1, F ∈ CC1;  
EK || FT, K ∈ A1B1; 

RF || EP, R ∈ B1C1 ⇒ KRFTPE — искомое сечение. 
По условию P и T — середины ребер, по построению E и F — 
середины ребер ⇒ K и R — середины ребер ⇒ сечение — пра-

вильный шестиугольник со стороной 1 2 2
2

PT AC= = см ⇒  

⇒ S = 6 ⋅ 2)22(
4
3 = 312 см2.  Ответ: 312 см2. 

2. Дано: DABC — тетраэдр, P ∈ AB, CE — медиана ∆CBD. 
Построить: сечение, проходящее через P и D параллельно CE. 
Решение: 
Проводим DX || CE, DX ∩ BC = X. PX ∩ AC = Y ⇒ PYD — иско-
мое сечение. 

B

A C

D

O

K D1

C1

A

C

D

A1

B1 C1

F

R
K

D1

M

B

O

O1

E

P

T

StudyPort.ru



 91

B

A

D

Y C

E

P

X

 

С-7. 
1. Дано: ∆EFM, через E проведена 
плоскость α, α || FM, MM1 ⊥ α,  
MM1 = 12 см, P — точка пересечения 
медиан ∆EFM, PP1 ⊥ α. 
Найти: PP1. 
Решение: E1 — середина FM, E1E2 ⊥ α 
⇒ E1E2 = MM1 = 12 см ⇒ EE1 проеци-
руется на EE2 ⇒ P проецируется на EE2 в т. P1 ⇒ PP1 : E1E2 =  
= EP : EE1 ⇒ PP1 = 8 см. 
Ответ: 8 см. 
2. Дано: α || β, m ⊥ β, n ⊥ α, n ∩ α = P,  
m ∩ β = M, ET ∩ β = K. 
Построить: точки пересечения m с α и n с β. 
Решение: 
n || m т.к. α || β, n ⊥ α, m ⊥ β. 
n ∩ β = MK ∩ n, проведем через P прямую, па-
раллельную MK до пересечения с m, точка их 
пересечения — искомая. 

С-8. 
1. 
Дано: DABC — тетраэдр, ∠DAB = ∠DAC, 
∠ADC = ∠ADB. 
Доказать: AD ⊥ BC. 
Доказательство: 
∆ADB = ∆ADC по стороне и двум углам ⇒ 
AB = AC. AD проецируется на биссектрису 
∆ABC ⇒ и на высоту ⇒ AD ⊥ BC по тео-
реме о трех перпендикулярах. Ч.т.д. 
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2. 
Дано: DABC — тетраэдр, DB ⊥ ABC,  
DB = BC, ∠BCA = 90°, F — середина AD. 
Построить: сечение, проходящее через F 
перпендикулярно CD. 
Решение: 
По теореме о трех перпендикулярах AC ⊥ CD. 
Проведем FE || AC ⇒ FE ⊥ CD, E — сере-
дина CD. BE ⊥ CD, т.к. ∆BDC — равнобед-
ренный ⇒ ∆BEF — искомое сечение. 

С-9. 
Дано: ABCD — трапеция, одно из 
оснований которой вдвое больше 
другого, средняя линия трапеции 
параллельна α и удалена от нее на 
13 см, точка пересечения диагона-
лей удалена от α на 15 см. 
Найти: расстояние от оснований 
до α. 
Решение: Пусть AA1, BB1, CC1, 
DD1 — перпендикулярны α. 
Плоскости, определяемые пря-
мыми AA1, CC1 и BB1, DD1 — пе-
ресекаются по прямой OO1. 
Очевидно, OO1 ⊥ α и OO1 = 15. 

Т.к. средняя линия параллельна α, то основания — тоже. KK1 ⊥ α, 
MM1 ⊥ α. 

Пусть AA1 = x. Т.к. средняя линия 
удалена на 13 см, KK1 = 13, то BB1 
= 26 – x, т.к. из трапеции AA1BB1, 
KK1 — средняя линия и 2KK1 = 
AA1+BB1, KK1 = 13. Т.к. основания 
относятся как 1 : 2, то BO : OD =  
= 1 : 2. Рассмотрим трапецию 

BB1DD1 — она прямоугольная (см. рис. 2). 
У нее B1B = 26–x, D1D = x, O1O = 15, BO : OD  = 1 : 2. 
Пусть OR ⊥ BB1, DR ∩ O1O = P. 

∆DPO ∞ ∆DRB ⇒ 2
3

PO DO
RB DB

= =  но DD1 = O1P = B1R = x 
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⇒ RB = 26 – 2x, PO = 15 – x ⇒ 15 2 7
26 2 3

x x
x

−
= ⇒ =

−
 ⇒ x = 7 ⇒ рас-

стояния равны 7 см и 19 см. Ответ: 7 см и 19 см. 

С-10. 
1. 
Дано: ABCD — трапеция, ∠A = ∠B = 90°, 
∠D = 30°, р(M, ABC) = 32 , средняя линия 
равна 6, M равноудалена от сторон. 
Найти: расстояние до сторон. 
Решение: 
Т.к. M равноудалена, то она проецируется в 
центр вписанной окружности ⇒ AD + BC = AB + CD = 12. 
CD = 2AB ⇒ AB = 4 ⇒ r = 2 ⇒ р(M, BC) = 412 + = 4. 
Ответ: 4. 
2. 
Дано: ABCD — прямоугольник, ∠(AM, 
ABCD) = 40°, ∠MAB = ∠MAD. 
Найти: ∠MAD. 
Решение: 
Пусть MH ⊥ ABC ⇒ ∠HAD = 45°.  

HK ⊥ AD ⇒ HK = AK =
2

2a ,  

если AH=a⇒MH=atg40°⇒MK= °+ 40tg
2

22
2

aa = °+ 40tg
2
1 2a  ⇒ 

⇒ ∠MAD = arctg 21 2tg 40+ ° .  Ответ: arctg 21 2tg 40+ ° . 

С-11. 
1. 
Дано: AB = 16 см, AC = 7 см,  
BD = 11 см, ∠(α, β) = 120°,  
AC ⊥ (α ∩ β), BD ⊥ (α ∩ β). 
Найти: CD. 
Решение: 

KD ⊥ DC, KD = 7 ⇒ KB =
2
1117212149 ⋅⋅⋅++ = 247 . 

AK = DC = 247162 − = 3.   Ответ: 3 см. 
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2. 

Дано: ∆ABC — правильный, AC =
3

38 ,  

O — середина AC, OD ⊥ ABC, OD = 3. 
Найти: ∠(ABD, CBD). 

Решение: 
2
3

3
38
⋅=BO = 4. OH ⊥ DB.  

OH =
5

12
5

43)(2
=

⋅
=

DB
DOBS ,  

∠(ADB, CDB) = ∠AHC, т.к. ∆AHC равнобедренный, то HO — 
биссектриса ∠AHC 

⇒ ∠(ADB, CDB) = 2∠OHC; 4 3 5 5 3tg
3 12 9

OHC∠ = ⋅ = . 

Ответ: 5 32arctg
9

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

С-12. 
1. 
Дано: ABCD — параллелограмм, AB = 4, 
AC = 5, ∠BAC = 60°. Сгибаем вдоль AC так, 
чтобы ABC ⊥ ACD. 

Найти: BD. 
Решение: BH ⊥ AC ⇒ AH = ABcos ∠BAC = 2 ⇒ HC = 3 ⇒ по тео-
реме косинусов, т.к. ∠ACD = ∠BAC получим 

2 2 2 cosHD HC CD HC CD ACD= + − ⋅ ∠  ⇒ 

⇒ HD =
2
1432169 ⋅⋅⋅−+ = 1225 − = 13 , 

BH ⋅ ABsin∠BAC = 32  ⇒ BD = 1312 + = 5. Ответ: 5. 
2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямоуголь-
ный параллелепипед, ABCD — квадрат, 
AB = 5 см, ρ(AC1, BC) = 4 см. 
Найти: AC1. Изобразить: общий перпен-
дикуляр BС и AС1. 
Решение: Проводим C1D, B1A. 
CL ⊥ C1D, BK ⊥ B1A, BK ⊥ AB1, CL ⊥ 

DC1, KL ∩ AC1 = F, FM || KB, M ∈ BC. т.к. параллелепипед прямо-

C

A B

D

O

H

C
B

A DH

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

K F L

M
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угольный, то BC ⊥ AA1B1B ⇒ BC ⊥ KB ⇒ т.к. BC || KL, то KL ⊥ 
KB, т.к. KB ⊥ AB1, то KB ⊥ AB1C1D ⇒ KB ⊥ AC1 ⇒ FM ⊥ AC1 ⇒  
FM — искомый общий перпендикуляр. 

LC = 4 ⇒ LD = 3, ∆DLC ∼ ∆CLC1 ⇒ 
1

DL LC
LC LC

=  ⇒ 
2

1
LCLC
DL

=  ⇒ 

C1L =
3

16  ⇒ C1C = 25
9

625
− = 5 ⋅

3
4  ⇒ 

⇒ AC1 = 34
3
5

9
8502525

9
400

==++ . Ответ: 5 34
3

 см. 

С-13. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — правильная че-
тырехугольная призма, AD = 8 см, C1C 
= 23  см, через AC проведена плоскость, 
составляющая 45° с основанием. 
Найти: Sсеч.. 
Решение: OC = 2324 >  ⇒ SC =  
= OC = 24  ⇒ SC1 = 2 . 
SD ∩ D1C1 = M, SB ∩ B1C1 = N. 
Из подобия следует MN = 22 . 2 2 8OS OC CS= + = . 

1 1HS HC C S= + , т.к. ∠SOC=∠SHC1 = 45° то HC1 = SC1 ⇒ HS = 2 
⇒ HO = 6, т.к. HO — высота равнобокой трапеции BNMD, то 

( ) ( )сеч.
1 1 2 2 8 2 6 30 2
2 2

S MN BD OH= + ⋅ = + ⋅ = . 

Ответ: 30 2  см2. 
2. Дано: ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная 
шестиугольная призма, Sбок. = Q. 
Найти: Sсеч., которое перпендикулярно AD и де-
лит эту диагональ пополам. 
Решение: Т.к. CE ⊥ AD ⇒ PR || CE (PR — линия пересечения се-
чения и нижней грани, O — середина AD) ⇒ площадь искомого 
сечения равна площади прямоугольника CC1E1E. 
Пусть AB = a. AA1 = h ⇒ Q = ah. 
Т.к. ABCDEF — правильный шестиугольник, CE = a3  (по тео-
реме косинусов) ⇒ S(CC1E1E) = Q3 .   Ответ: 3Q . 

A

B C
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D1

N

O

M

S

H

A

B C

D

EF

P

O

RStudyPort.ru



 96

С-14. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой 
параллелепипед, AD = 17, DC = 28, 
CA = 39, ∠(DA1, DD1C1C) = 45°. 
Найти: Sполн.. 
Решение: 
A1K ⊥ D1C1, KD — проекция A1D ⇒  
⇒ ∠KA1D = ∠KDA1 = 45° ⇒ 
⇒ A1K = KD. 

S(A1D1C1) = 2514342 ⋅⋅⋅ = 5 ⋅ 42 = 210 ⇒ 

⇒ AK =
28

420 = 15 ⇒ A1D1 = 215  ⇒ AA1 = 2892225 −⋅ = 161  ⇒ 

Sполн. =4 ⋅ 210 + 1612 (17 + 28) = )281613(30 + . 

Ответ: ( )30 3 161 28+ . 

С-15. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — наклон-
ный параллелепипед, все его реб-
ра равны, ∠AA1B = ∠A1AB < 90°, 
ABCD — квадрат, S(BB1D1D) = Q, 
∠(AA1, ABC) = 60°. 

Найти: Sбок.. 
Решение: 
Т.к. ∠A1AB = ∠A1AD, то A1 проецируется на AC в т. H, и т.к. AC ⊥ 
BD, то AA1 ⊥ BD ⇒ B1BDD1 — прямоугольник ⇒ Q = 22a = 
BB1·BD (где a — ребро куба). 

A1H = AA1·sin 60°⇒ A1H =
2
3a , а AH =

2
a  ⇒ 

⇒ HK =
22

a  (где HK — перпендикуляр к AD, ∠HAK = 45° по 

ТПП A1K ⊥ AD, 2 2
1 1A K A H HK= + )⇒A1K= aaa

8
7

84
3 22

=+  ⇒ 

⇒ Sбок. = Qaaa 772
8
74 2 =⋅=⋅ . 

Ответ: 7Q . 

A B

CD

A1 B1

C1D1
K

A

B C
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D1
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2. 
Дано: ABCA1B1C1 — наклонная призма, 
р(AA1, CB1) = 1, ∠(AA1C1C, C1CBB1) = 45°, 
∠(C1CBB1, B1BAA1) = 30°,  
S(C1CBB1) = 4(1 + 3 ). 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
Пусть MNO — перпендикулярное сечение. 
MH ⊥ NO ⇒ ρ(AA1, CB1) = ρ(AA1, CC1B1B) т.к. AA1 || BB1 и  
AA1 || CC1B1B ⇒ MH = 1 ⇒ NH = 1, MO = 2, HO = 3 , MN = 2  ⇒ 

⇒ CC1 =
31

)31(4
+

+ =4 ⇒ Sбок. = 4( 3122 +++ ) = 4( 323 ++ ). 

Ответ: ( )4 3 2 3+ + . 

С-16. 
1. Дано: SABC — правильная пирамида, 
∠(ASC, BCS) = 120°, AB = m. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
AH ⊥ SC, BH ⊥ SC ⇒ ∠AHB = 120°. 
(по теореме косинусов) 
Пусть HA=HB=x ⇒ m2 = 2x2(1 – cos120°) ⇒ 

⇒ m2 = 3x2 ⇒x=
3

m ⇒KH =
43

22 mm
− =

12
m ⇒sin∠HCK = 

= 

2
3
12
m

m

=
3

2
12
1

⋅ =
3
1  ⇒ tg∠HCK =

8
1

8
3

3
1

9
11

3
1

=⋅=

−

 ⇒  

⇒ SO = 2 3 1
3 2 8

m⋅ ⋅ = m⋅
83
3  ⇒ 

⇒ SK =
2 2

1 3 3
3 2 3 8

m m
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
2412

22 mm
+ =

8
m  ⇒ 

⇒ Sбок. =
82

3
82

13
2mmm =⋅⋅ .   Ответ: 

23
2 8
m . 

A
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B
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2. Дано: SA1A2...A20 — правильная пирамида, 
∠A1SA2 = 10°. 
Найти: ∠(A1SA2, A1A2A3). 
Решение: Пусть O — центр основания, SH — 
высота грани SA1A2 ⇒ OH — высота ∆OA1A2, 

HA2 = tg
2

SH α . 1 2
2 ctg

2
A OAOH HA ∠

= . 

1 2
360 180tg ctg

2
A OA OH SH

n n
° α °

∠ = ⇒ = . 

∠(A1SA2, A1OA2) = ∠SHO = 180arccos tg ctg
2 n
α °⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

т.к. cos HOSHO
SH

∠ = . 

α = 10°, n = 20 ⇒ ∠(A1SA2, A1OA2) = arccos(tg 5°ctg 9°). 
Ответ: arccos(tg 5°ctg 9°). 

С-17. 
1. Дано: MABC — пирамида, ребра равнона-
клонены, AC = AB, BC = a, ∠BAC = α, 
∠(AMB, ABC) = ∠(AMC, ABC) = ϕ. 
Найти: высоту пирамиды и площади равно-
наклоненных граней. 
Решение: Т.к. ребра равнонаклонены, то M 
проецируется в т. O — центр описанной ок-
ружности и O ∈ AH (AH ⊥ CB), т.к. AC = АB  

и ∠CAH = ∠BAH =
2
α . OK ⊥ AB ⇒ AK = KB =

2
1 AB = 

=

2
sin

22
1

α

⋅
a

=

2
sin4 α

a  ⇒ OK =AK ⋅ tg
2
α =

2
cos4 α

a  ⇒ MO =

2
cos4 α

a tgϕ,  

MK =
ϕ

α cos
2

cos4

a  ⇒ S =
2
1 ⋅

ϕ
α cos
2

cos4

a ⋅

2
sin2 α

a =
ϕα cossin8

2a . 

Ответ: 
2tg ;

8sin cos4cos
2

a aϕ
α α ϕ

. 
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2. Дано: MABC — пирамида, MAC ⊥ ABC, 
остальные грани равнонаклонены, ∠C = 90°, 

р(H, BMC) =
4

23 . AC = 4 см, BC = 3 см. 

Найти: Sбок.. 
Решение: 
HK ⊥ MC ⇒ по теореме о трех перпендику-

лярах HK ⊥ BMC ⇒ HK =
4

23 .  

Из равнонаклоненности ⇒ BH — биссектриса ⇒ cos∠ABC =  

= 1 – 2sin2∠HBC ⇒ sin∠HBC =
5
1

2
cos1

=
∠− ABC . 

cos∠HBC =
5
4

2
cos1

=
∠+ ABC  ⇒ tg∠HBC =

2
1  ⇒ HC =

2
3  ⇒ 

⇒ KC =
4

23
16

1836
16
18

4
9

=
−

=−  ⇒ ∠MCH = 45° ⇒ MH =
2
3 , 

MC=
2

23  ⇒ S(AMC) =
2
34

2
1

⋅⋅ = 3. 

S(MCB) = 2
4
92

2
33

2
1

=⋅⋅ . 

S(AMB) = 2
4

152
2
53

2
12

2
3343

2
1

45cos
)(

=⋅⋅⋅=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=

°
AHBS  ⇒ 

⇒ Sбок. = 3(1 + 22 ). 
Ответ: 3(1 + 22 ). 

С-18. 
1. Дано: MABC — правильная пирамида, 
AB = a, боковые грани наклонены к плос-
кости основания под 60°, через центр осно-
вания проведена плоскость, параллельная 
стороне основания и перпендикулярная 
грани, проходящей через эту сторону. 
Найти: Sсеч.. 
Решение: 
O — центр основания. EF||AB, O∈EF; CD⊥AB, D ∈ AB; OK ⊥ DM, 
K ∈ DM; PT || EF, T ∈ MB, P ∈ AM ⇒ PTEF — искомое сечение. 
Т.к. ∠(AMB, ACB) = 60°, то ∠(PTFE, ABC) = 30° = ∠KOD ⇒ 

C
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⇒ KO = DO ⋅ cos30° =
3
1 CD ⋅ cos30° =

42
3

2
3

3
1 aa =⋅⋅ , 

DK = DOsin30° =
12
3

2
1

2
3

3
1 aa =⋅⋅ , 

DM =
°60cos

DO = aa
3
32

2
3

3
1

=⋅⋅  ⇒ MK = DM – KD = 3 3
3 12

a a
− = 

=
12

33 a =
4
3a  ⇒ из ∆PMT ∼ ∆AMB ⇒ PT : AB = MK : MD =

4
3  ⇒ 

⇒ PT =
4

3a  ⇒ Sсеч. = 96
17

43
2

4
3

2
1 2aaaa

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + .  Ответ: 

217
96
a . 

2. Дано: MNPABC — правильная усеченная 
пирамида, MP = 2, через MP параллельно NS 
проведена плоскость, Sсеч. = 8. 
Найти: Sбок., высоту полной пирамиды, частью 
которой является данная усеченная. 
Решение: 
PQ || NS, MR || NS ⇒ MPQR — данное сечение. 
Т.к. плоские углы при вершине нижнего осно-
вания равны, то NS проецируется а биссектри-

су ⇒ на высоту ⇒ NS ⊥ AC ⇒ MPQR — прямоугольник ⇒ NS = 
= PQ = MR = 4 ⇒ PC = CQ = MA = AR = 4. 
Пусть S — вершина нашей пирамиды. Пусть S проецируется в 
т. O и O1 верхнего и нижнего основания ⇒  

⇒ OO1 = 2
1

2 )( POOCPC −− =
2

2
2
3

3
26

2
3

3
216 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⋅−⋅⋅− = 

= 
3
24

3
1616 =− . B1B2 = 2

211
2
1 )( BOOBOO −+ = 

= 
2

2
1 2

2
3

3
16

2
3

3
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⋅−⋅⋅+OO =

3
6

3
4

3
32

=+ . 

Sбок. = 3 ⋅ 4 ⋅
3

6 = 324 .  tg∠PCO = 1

1

24
3 2

3 4
3

OO
OC O P

= =
−

⋅
 ⇒ 

⇒ SO = OC 2 = 26
2
3

3
2

⋅⋅ = 62 .  Ответ: 24 3; 2 6 . 

B

A

S

C

PM

N

R Q
O

O1

B1

B2

StudyPort.ru



 101

С-19. 
1. Дано: PABCD — правильная пирамида, 
K, M, T, E — середины AB, PA, PC, BC со-
ответственно. 
Перечислить: 1) пары сонаправленных 
векторов с концами в т. K, M, T, E. 2) пары 
равных векторов с концами в т. K, M, T, E. 
3) векторы, имеющие равные длины, с 
концами в т. K, M, T, E. 
Решение: 
Заметим, что MTEK — параллелограмм, т.к. MT — средняя линия 

∆APC, 1
2

MT AC= , MT || AC, KE — средняя линия ∆ABC, 

1
2

KE AC= , KE || AC. 

1) MT  и KE , TM  и EK , MK  и TE , KM  и ET . 
2) те же. 
3) MT ,TM , KE  и EK , MK , KM , TE  и ET , KT , TK , ME  и EM . 
2. 
Дано: ABCA1B1C1 — правильная призма, E 
и F — середины ребер C1C и B1B. 
Найти: коллинеарные векторы из указанных. 
Решение: 

1EB  и FC . т.к. EB1FC — параллелограмм 

( 1 1
1
2

B F EC BB= = , B1F || CE) 1EB  и DM , 

DM  и FC  не коллинеарны, т.к. иначе AC 
и BB1 лежали бы в одной плоскости, что противоречит условию. 
Ответ: 1EB  и FC . 

С-20. 
1. 
Дано: PABCDT — правильный октаэдр, AB 
= a, K — середина PC. 
Найти: || CPCTABKD +++ . 
Решение: CPCTABKD +++ = 

CPCTDCKD +++ = KATAKT =+ . 
∆APC — прямоугольный ⇒  

P

B C

DA

K

E

T

M

C

M

A B
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D
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⇒ AK = 22 PKAP + =
4

2
2 aa + =

2
5a . 

Ответ: 
2
5a . 

2. Дано: ABCD, A1B1C1D1 — два четырехугольника, произвольно 
расположенных в пространстве. 
Доказать: 1111 DACDBCAB +++ = 1111 DDCCBBAA +++ . 
Доказательство: 
Составим разность: 

1111 DACDBCAB +++ – 1111 DDCCBBAA −−− = 
= CCBCBBAB 1111 +++ + AADADDCD 1111 +++ = 
= 0=+++ DACDBCAB , что и доказывает равенство. 

С-21. 
1. Дано: ABCA1B1C1 — наклонная приз-
ма, E — середина BB1, C1B ∩ EC = P. 
Выразить: AP  через 1AC , CB , 1CC . 
Решение: 
P — точка пересечения медиан ∆BB1C ⇒ 
AP = 1AC + PC1 = 

= 1AC + ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−

2
1

3
21 ⋅ BC1 = 1AC + BC13

2 ; 

11C B CC CB= − +  ⇒ ( )1 1
2
3

AP AC CB CC= + − . 

2. Дано: a  и b  ненулевые и неколлинеарные. 
(x + y –1) a + (2x – y) b = 0 . 
Найти: x и y. 
Решение: 
Т.к. a  и b  ненулевые и неколлинеарные, то коэффициенты при 
a  и при b  равны 0. 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

02
1

yx
yx

 ⇒ 

3
2
3
1

=

=

y

x
. 

Ответ: 1 2;
3 3

. 
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С-22. 
1. Дано: MABCDEF — правильная пирами-
да, стороны основания равны a, P ∈ MC,  
MP : PC = 2 : 3, боковые ребра сторон осно-
вания составляют угол ϕ, 1e , 2e , 3e  — 
единичные векторы, сонаправленные с FA , 
FE , FM . 
Разложить: FP  по 1e , 2e , 3e . 

Решение: FP = FA AB BC CP+ + + = FA +( FA + FE ) + FE + CM
5
3 = 

= 2 FA +2 FE + )(
5
3 FCFM − = 2 FA +2 FE + ))(2(

5
3 FEFAFM +− = 

= 2 FA +2 FE + FEFAFM
5
6

5
6

5
3

−− = 1
4
5

ae + 25
4 ea + 3cos5

3 ea
ϕ

. 

Ответ: 1
4
5

ae + 25
4 ea + 3cos5

3 ea
ϕ

. 

2. 
Дано: MABC — пирамида, A1B1C1 || A2B2C2 || 
ABC, M2, M1, M — точки пересечения медиан 
∆A2B2C2, ∆A1B1C1, ∆ABC. 
Доказать: M, M2, M1 — лежат на одной прямой. 
Доказательство: 
O — произвольная точка пространства: 

1221 OMOMMM −= = 

= )(
3
1

111222 OCOBOAOCOBOA −−−++ = )(
3
1

212121 CCBBAA ++ . 

1 3M M = )(
3
1

111 CCBBAA ++ , но k
CC

CC
BB

BB
AA

AA
===

1

21

1

21

1

21  ⇒ 

⇒ 21MM = 1 3kM M ⇒точки M1, M2, M3 лежат на одной прямой ч.т.д. 

С-23. 
Дано: DABC — пирамида, DA = DB = DC = 
= AC = 2, AB = BC, ∠ABC = 90°, M, H — 
середины AD, DC соответственно. 
Найти: 1) Sбок.; 2) S(BMH); 3) ∠(BMH, ABC); 
4) ∠(BD, BMH). 

A
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Разложить: MK по AD , AB , AC  (K — середина BH ). 
Построить: MBH ∩ ABC. 
Решение: Т.к. DA = DB = DC, то D проецируется в центр описан-
ной окружности, т.е. в середину AC. OE ⊥ AB. DE — высота 

∆ADB. DO = 3 . OE =
2
2 . DE =

2
7

2
13 =+ . 

Sбок. = 2
1 AC ⋅ DO + 2 ⋅

2
1 AB ⋅ DE = 37 + . FB — высота BMH. 

FB =
2
71

4
3

=+ . Sсеч. = 2
1 MH ⋅ FB =

4
1 AC ⋅ FB =

4
1 ⋅ 2 ⋅

2
7 =

4
7 . 

∠FBO = ∠(BMH, ABC) ⇒ tg∠FBO =
2
3

=
OB
FO . 

∠DBF = ∠(BD, BMH) ⇒ tg∠DBO = 3=
OB
DO  ⇒ ∠DBO = 60° ⇒ 

⇒ ∠DBF = 60° – arctg
2
3 . 

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 4 4 2 4

MK MB MH MA AB AC AD AB AC= + = + + = − + + . 

Т.к. MH || AC, то проводим PQ через B параллельно AC — это и 
есть линия пересечения BMH и ABC. 

Ответ: 1) ( )7 3+  см2; 2) 7
4

 см2; 3) 3arctg
2

; 4) 360 arctg
2

° − ; 

5) 1 1 1
4 2 4

AD AB AC+ + . 

ВАРИАНТ 7. 
С-1. 

1. Дано: ABCD — тетраэдр K ∈ (ABC), 
E∈AD, M∈BD, F∈CD. 
Построить: DK ∩ EFM. 
Построение: 
Пусть BK ∩ AC = P, а PD ∩ EF = L, тогда 
X = LM ∩ DK — искомая точка. 
Докажем это: L ∈ EMF ⇒ LM ∈ EMF, т.к. 
имеет в этой плоскости 2 точки (т. L и 
т. M) ⇒ X ∈ EMF, т.к. т. X принадлежит и 
DK, то X — искомая точка. C

A B

M

P K

F
L

X
E
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2. Дано: O — центр окружности, описанной около ∆ABC. 
Найти: принадлежит ли точка C плоскости ABO. 
Решение: Если ∠C = 90°, то O ∈ AB. Очевидно, через AB (а зна-
чит и через т. O) можно провести плоскость, в которой т. C не 
лежит. Например, плоскость, перпендикулярную плоскости ABC. 
Ответ: C не обязательно лежит в плоскости ABO. 

С-2. 
1. Дано: O ∉ γ, (a || b) ∈ γ, O ∈ α, a ∈ α, O ∈ β, b ∈ β. 
Доказать: (α ∩ β) || a || b. 
Доказательство: 
Обозначим прямую пересечения плоскостей α и β через c. Пред-
положим, c ∩ a ≠ ∅ и c ∩ b = ∅, тогда c не параллельна a и c || b, 
но b || a ⇒ c || a ⇒ получили противоречие. Случай c не парал-
лельна b и c || a разбирается аналогично. Пусть теперь c не парал-
лельна a и c не параллельна b, но тогда две точки c принадлежат 
γ ⇒ вся c лежит в γ, c ∋ O ∉ γ ⇒ противоречие и c || a || b. Ч.т.д. 
2. Дано: ∆ABC ∈ α, AA1 || BB1 || CC1, AA1 = BB1 = CC1, E, F, M — 
середины AB, BC, CA соответственно. 
Доказать: A1F, B1M, C1E — пересекаются в одной точке. 
Найти: в каком отношении эта точка 
делит отрезки. 
Решение: 
Т.к. AC || A1C1 и EF — средняя линия, то 

EF || A1C1 и EF =
2
1 A1C1. Пусть диагона-

ли трапеции A1C1FE пересекаются в 
т. K. Тогда из подобия треугольников 
при основаниях следует, что A1K : KF = C1K : KE = 2 : 1. 
Аналогичное утверждение можно получить для трапеции  
A1B1FM: A1K1 : K1F = B1K1 : K1M = 2 : 1 ⇒ точки K и K1 совпадают. 
Ответ: 2 : 1. 

С-3. 
1. Дано: H, H1 — точки пересечения медиан ∆MAD и ∆MCD. 
Найти: параллельна ли AMC HH1. 
Решение: Пусть ME и MF — медианы ∆AMC и ∆DMC, тогда MH : 
ME = MH1 : MF = 2 : 3, при этом ∠EMF — общий ⇒ ∆EMF ∼ 
∆HMH1 ⇒ HH1 || EF, но EF || CF как средняя линия ⇒ HH1 || AC, а 
т.к. AC ∈ MAC, то HH1 || MAC.  Ответ: параллельна. 
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2. 
Дано: ABCD — тетраэдр. M, F, E — середины CD, BC, AB соот-
ветственно, AC = 10, BD = 20, Sсеч. = 325 . 
1) Построить: сечение MFE. 
2) Найти: ∠(AC, DB). 
Решение: 
1) Очевидно, MF и EF — линии пересечения MFE с плоскостями 
CDB и ABC. Линия пересечения с плоскостью ADC проходит че-
рез т. M и параллельна AC. Обозначим точку ее пересечения с AD 
точкой P ⇒ PE — линия пересечения с плоскостью ADB. 

2) ∠(AC, BD) = ∠EFM, но S =
2
1 EF ⋅ MF ⋅ sin∠EFM ⇒ sin∠EFM = 

= 

22

2
BDAC

S

⋅
=

2
3  ⇒ ∠EFM = 60°. Ответ: 60°. 

С-4. 
1. Дано: AA1 || BB1 || CC1, AA1 = BB1 = CC1, M ∈ (AA1C1).  
Через точку M проведена плоскость, параллельная B1BK. 
Построить: линии пересечения AA1B и этой плоскости. 
Решение: Проведем через M прямую, параллельную B1B. Пусть 
она пересекает A1C1 в т. N1, и AC в т. N. Через т. N и N1 проведем 
прямые, параллельные BK до пересечения A1B1 в т. L1 и AB в т. L. 
L1L — искомая прямая. 
2. Дано: M ∉ α. 
Найти: где расположены все прямые, проходящие через M, па-
раллельные α. 
Решение: В плоскости, проходящей через т. M параллельно α. 
Ответ: в плоскости, проходящей через M параллельно α. 

С-5. 
1. Дано: ABCD — четырехуголь-
ник, AA1 || BB1 || CC1 || DD1, AA1 =  
=BB1 = CC1 = DD1, AC1. A1C, B1D, 
DB1 пересекаются в одной точке. 
Доказать: ABCDA1B1C1D1 — па-
раллелепипед. 

Доказательство: 
Пусть указанные отрезки пересекаются в т. O, тогда: A1C1CA — па-
раллелограмм, т.к. AA1 || CC1 и AA1 = CC1 ⇒ A1O = OC и AO = OC1; 
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BB1D1D — параллелограмм, т.к. BB1||DD1 и BB1=DD1 ⇒ B1O = DO 
и OB = D1O. Т.к. A1O = OC и B1O = OD, то A1B1CD — параллело-
грамм и A1B1 || CD, но A1B1 || AB ⇒ AB || CD. 
Аналогично доказывается, что AD || BC ⇒ ABCD — параллело-
грамм ⇒ ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. Ч.т.д. 
2. Дано: DABC — тетраэдр, DA = 3 см. Углы 
при основании боковых граней равны 75°. 
Точка A начинает двигаться по грани ADC, 
затем по грани CDB, затем по ADB и возвра-
щается в исходное положение. 
Найти: наименьший путь, проходимый точкой. 
Решение: 
Сделаем развертку боковой поверхности тетраэдра как показано 
на рис., тогда наименьший путь равен длине отрезка AA′, но 
∠ADA′ = 30° ⋅ 3 = 90° ⇒ по теореме Пифагора AA′ = 23  см. 
Ответ: 23  см. 

С-6. 
1. 
Дано: DABC — тетраэдр, AE ⊥ BC, O — 
середина AE, DO ⊥ AE, DO ⊥ BC, K ∈ AC, 
AK : KC = 3 : 1, BC = a, DO = b. 
Построить: сечение плоскостью, проходя-
щей через точку K параллельно BC и DO. 
Найти: площадь сечения S. 
Решение: 

Т.к. K делит AC в отношении 3 : 1 и KL || CB, то LK =
4
3 a и  

MA : ME = 3 : 1. Но O — середина AE ⇒ OM = ME ⇒ DF = FE, но 
по теореме о трех перпендикулярах DE ⊥ BC ⇒ PT — средняя 

линия и PT =
2
a , аналогично, FM — средняя линия и FM =

2
b  ⇒ 

⇒ S =
16
5

224
3

2
1 abbaa =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . 

Ответ: 5
16
ab . 

2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, P ∈ AA1B1, R ∈ 
AA1D1, T ∈ C1D1, M ∈ AA1. 
Построить: сечение, проходящих через точку M параллельно PRT. 
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A

C

D

A1

B1 C1

y

B

D1

M2 K2

M3

T

M4

K3

T1

R

P1K

M

P

K1

M1

R1

x

z
 

Решение: 
Проводим TT1 || CC1, TR до пересечения с T1R1 в т. y (RR1 || DD1) и 
TP до пересечения с T1P1 в т. x (PP1 || AA1). 
Пусть AB ∩ xy = z.. zP ∩ B1B = K1, а A1A в т. K. Проводим K2T || xy. 
Соединяем K2 с K1. Проводим KK3 || K1K2 ⇒ KK1K2TK3 — сечение 
параллелепипеда плоскостью PRT. 
Проводим MM1 || KK1, M1M2 || K1K2, M2M3 || K2T, M3M4 || K3T,  
M4M || K3K; MM1M2M3M4 — искомое сечение. 

С-7. 
1. Дано: ABCD — параллелограмм, 
AA1, BB1, CC1, DD1 ⊥ α, AA1 = 13,  
BB1 = 36, CC1 = 19. 
Найти: DD1. 
Решение: Пусть сначала вершины па-
раллелограмма расположены по одну 
сторону от α. Пусть также AC ∩ BD = 
O и A1C1 ∩ B1D1 = O1, тогда OO1 — 

средняя линия в трапециях A1ACC1 и B1BDD1 ⇒ 

⇒ OO1 = 22
1111 DDBBCCAA +

=
+  ⇒ AA1 + CC1 = BB1 + DD1 ⇒ 

⇒ 13 + 19 = 36 + DD1 или 32 = 36 + DD1, но DD1 > 0 ⇒ т. D лежит 
с другой стороны от α, чем т. A, B и C. Тогда получим: 

OO1 = 22
1111 DDBBCCAA −

=
+  ⇒ DD1 = 36 – 19 – 13 = 4. 

Ответ: 4. 
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2. Дано: прямая. 
Найти: на ней точки, равноудаленные от двух данных. 
Решение: Множеством точек, равноудаленных от двух данных, 
является плоскость, перпендикулярная отрезку, соединяющему 
эти точки, и проходящая через его середину. Поэтому если пря-
мая пересекает эту плоскость, то точка пересечения — искомая, 
если не пересекает, то таких точек нет, если лежит в ней, то ис-
комой является любая ее точка. 

С-8. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, грани — равные 
ромбы, плоские углы при вершине A1 равны. 
Доказать: A1C ⊥ B1D1. 
Доказательство: ∆AA1D1 = ∆AA1B ⇒ AB1 = AD1. 
Пусть O — середина B1D1⇒B1D1⊥AO и B1D1⊥A1C1, т.е. 
B1D1 ⊥ (ACC1) ⇒ B1D1 ⊥ A1C, т.к. A1C лежит в (AA1C) ⇒  
⇒ A1C ⊥ B1D. Ч.т.д. 
2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед, грани — прямоугольники,  
M ∈ AA1C1. 
Построить: сечение через т. M перпен-
дикулярно BB1. 
Решение: 
BB1 ⊥ AB, BB1 ⊥ BC ⇒ BB1 ⊥ (ABC), 
наше сечение ⊥ BB1 ⇒ оно параллельно (ABC). 
Через т. M проводим прямую, параллельную AC, через точки ее 
пересечения с AA1 и CC1 проводим прямые, параллельные AB и 
AD. (A2B2 || AB, C2D2 || AB, A2D2 || AD, B2C2 || AD). 
A2B2C2D2 — искомое сечение. 

C-9. 
Дано: ABCD — квадрат, AB = 1, MB 
⊥ ABC, MB = 1. 
Найти: р(AC, MD). 
Решение: BH ⊥ MD.  
Пусть AC ∩ BD = O и OK ⊥ MD, 
AC ⊥ BD и AC ⊥ MB ⇒ AC ⊥ MBD ⇒ AC ⊥ OK ⇒ опустим общий 
перпендикуляр. 

∆MBD ∼ ∆OKD ⇒ 
OD
MD

OK
MB

=  ⇒ OK =
MD

ODMB ⋅ =
3
2
21 ⋅

=
6
6 . 
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С-10. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед, грани — квадраты, E и F — сере-
дины AD и AA1, K — точка пересечения 
диагоналей DD1C1C. 
Доказать: B1E ⊥ FK. 
Доказательство: 
Пусть KK1 ⊥ ABC, где K1 ∈ DC, очевид-
но, что AK1 || FK и AK1 ⊥ BE ⇒ по теоре-

ме о трех перпендикулярах B1E ⊥ AK1, и т.к. FK || AK1, то B1E ⊥ FK. 
Ч.т.д. 

2. Дано: DABC — тетраэдр, ∆ABC — пра-
вильный, AB = 32 , DA = DB = DC, 
O∈(ABC), DO ⊥ (ABC), DO = 3 . 
Найти: ∠(AC, BDC). 
Решение: Проведем AH ⊥ BC, затем DH, 
затем AK ⊥ DH. Очевидно, O — центр пра-

вильного треугольника ⇒ OH =
3
1 AH = 

= 
3
1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅

2
3 = 1 ⇒ tg∠AHD = 3  ⇒ ∠AHD = 60° ⇒  

⇒ AK = AHsin60° = 3OHsin60° = 
2

33 , а KH = 3
2

 ⇒  

⇒ CK =
2
21

4
93 =+ . По теореме косинусов: 

cos ∠ACK =

21
72

42 3
CK
AC

= = ⇒ ∠ACK = 48°35′. 

Ответ: 48°35′. 

С-11. 
1. Дано: ∆ABC и ∆ADC — равнобедренные, образуют острый 
двугранный угол, m ⊥ AC, m ∩ ABC= X. 
Построить: m ∩ ADC. 
Построение: 
XK ⊥ AC (K ∈ AC), KP ⊥ AC (KP ∈ ACD). 
Точка пересечения m и KP — искомая. 
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2. Дано: ABCD — квадрат, AB = a.  
BM ⊥ ABC, BM = a. 
Найти: ∠(AMD, CMD). 
Решение: 
Из т. O пересечения диагоналей квадра-
та опустим перпендикуляр OK на MD, 
тогда AK и CK по теореме о трех пер-
пендикулярах перпендикулярны к MD. 

∆MBD ∼ ∆OKD ⇒ 
OD
MD

OK
MB

=  ⇒ OK =
MD

ODMB ⋅ =
3
2
2

a

aa ⋅
=

32
2a  

⇒ ∠AKC = 2arctg
2
32

2
2

a
a
⋅ = 120°. Ответ: 120°. 

С-12. 
1. Дано: катет и гипотенуза 
равнобедренного прямо-
угольного треугольника 
лежат в разных гранях 
прямого двугранного угла. 
Вершина прямого угла 
удалена от его ребра на 2 
см, а вершина острого угла 
— на 15  см. 
Найти: S∆. 
Решение: 
Пусть AC = CB = х ⇒ AB = 2x . 

AE = BE = 2 4x −  и EF = 2 2 2 4 15EB BF x− = − −  = 192 −x , 

 AF = 2 4x − + 2 19x −  ⇒ из ∆ABF: 2х2 = х2 – 4 + х2 –  

– 19 + 2 22 ( 4)( 19)x x− − + 15 ⇒ х4 – 23х2 + 60 = 0 х2 ≠ 3,  

т.к. 2 4AE x= −  ⇒ х2 = 20 ⇒ S = 10.  Ответ: 10 см2. 
2. 
Дано: стороны основания и боковые ребра прямоугольного па-
раллелепипеда равны 3 см, 4 см и 14 см. 
Найти: площадь сечения через середины двух смежных сторон 
основания и точку пересечения диагоналей параллелепипеда. 
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Решение: 

ML || EF, EF =
2
5 , ML = 5. 

Строим PK ⊥ EF. Соединяем т. O и K 
⇒ по теореме о трех перпендикулярах 
OK ⊥ EF, но PK равняется половине 

высоты ∆ADC, т.е. PK =
5
6  ⇒  

⇒ OK = 49
25
36

+ =
5

1261  ⇒  

⇒ SMLEF =
2
1 (EF + MD) ⋅ OK = 1261

4
3 , 

тогда Sсеч. = 2SMLEF = 1261
2
3 .  Ответ: 1261

2
3 см2. 

С-13. 
1. 
Дано: ABCA1B1C1 — правильная тре-
угольная призма, все ребра равны. 
Найти: ∠(AC1, B1C). 
Решение: 
Достроим призму до прямого паралле-
лепипеда ADBCA1D1B1C1 (с основанием 

ADBC (ромб)), тогда ∠(AC1, B1C) = ∠D1AC1. 
AA1 = a, AC1 = AD1 = 2a , а D1C1 = 3a  ⇒ по теореме косинусов: 

cos∠D1AC1 =
11

2
11

2
1

2
1

2 ACAD
CDACAD

⋅
−+ = 2

222

4
322

a
aaa −+ =

4
1  ⇒ 

⇒ ∠D1AC1 = arccos
4
1 ≈ 75°31′.  Ответ: 1arccos

4
. 

2. Дано: в правильной шестиугольной приз-
ме меньшая диагональ основания равна бо-
ковому ребру. Проведено сечение, которое 
перпендикулярно меньшей диагонали осно-
вания и делит ее пополам. Сторона основа-
ния равна a. 
Найти: Sсеч.. 
Решение: Строим сечение, перпендикуляр-
ное диагонали F1B, т.к. B1F1FB — квадрат, 
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то F1B ⊥ B1F, кроме того F1B ⊥ BC по теореме о трех перпенди-
кулярах. Т.к. PT || BC, то F1B ⊥ PT ⇒ F1B ⊥ PT и B1F, а они и за-
дают плоскость сечения. Т.к. плоскость сечения составляет с ос-

нованием угол 45°, то Sсеч. =
2

осн. 3 3
cos45 cos45

S a
=

° °
=

2
63 2a . 

Ответ: 
2

63 2a . 

С-14. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой па-
раллелепипед, ABCD — ромб,  
∠(AA1, B1D) = 60°, р(AA1, B1D) = 3 см, 
р(AC, B1D) = 2 см. 
Найти: Sполн.. 
Решение: 
Пусть диагонали основания пересекаются в т. O ⇒ AO = 3, 
∠BB1D = 60°. Строим OK ⊥ B1D ⇒ OK = 2. ⇒ ∠B1DB = 30° ⇒ 

⇒ OD =
°30sin

OK =

2
1
2 = 4 ⇒ по теореме Пифагора AB = 5,  

BB1 = 8 ⋅ tg30° =
3

38  ⇒ Sполн. = 4 ⋅ 5 ⋅
3

38 + 2 ⋅ 24 = )9310(
3

16
+  

Ответ: )9310(
3

16
+  см2. 

С-15. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед, ABCD — ромб,  
AC = 40, BD = 30, AA1 = 172 , 
∠A1AD = ∠A1AB < 90°, высота па-
раллелепипеда равна 2. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
Т.к. ∠A1AD = ∠A1AB, то высота A1K проектируется на диагональ 
AC. KM ⊥ AD ⇒ A1M — высота грани AA1D1D по теореме о трех 
перпендикулярах. 

AK = 468 − = 8. ∆AKM ∼ ∆ADO ⇒ AK AD
KM DO

=  DO AKKM
AD
⋅

=  =  
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= 15 8 24
25 5
⋅

=  
2

2 2 24 3264
5 5

AM AK KM ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Из ∆A1AM 
2

2 2
1 1

32 2668
5 5

A M AA AM ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒  

⇒ Sбок. = 4 ⋅ 25 ⋅
5
26 = 520.  Ответ: 520. 

2. 
Дано: ABCA1B1C1 — призма, ∠C= 90°, 
BC = a, B1 проектируется в т. C. Дву-
гранный угол с ребром BB1 равен ϕ. 
Боковые ребра составляют с плоско-
стью основания угол α. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 

AC ⊥ BC1B1C ⇒ AC ⊥ (BB1С) ⇒ AC ⊥ B1B. Перпендикулярным 
сечением призмы является прямоугольный треугольник ACF 

(∠ACF = 90°), CF = asinα, AC = asinα⋅tgϕ, AF =
ϕ
α

cos
sina  ⇒  

⇒ P =asinα ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

+ϕ+
cos

1tg1 =
ϕ

ϕ+ϕ+α
cos

)sincos1(sina . 

∆B1CB: BB1 = 
αcos

a ; Sбок. =
ϕ

ϕ+ϕ+α
cos

)sincos1(tg2a . 

Ответ: 
2tg (1 cos sin )

cos
a α + ϕ+ ϕ

ϕ
. 

С-16. 
1. 
Дано: MABC — правильная треугольная 
пирамида, AB = a, высота 2a. 
Найти: ∠(AC, CMB). 
Решение: 
Проведем AF⊥CB, и MF⊥CB⇒(AMF) ⊥ CB 
⇒ AK ⊥ CB, AK ⊥ MF ⇒ AK ⊥MCB. OF 

=
3
1 AF =

3
1 ⋅ a

2
3 =

32
a  ⇒ 

A

B

C

A1

B1

C1 α

F
ϕ

B
A

C

K

M

FO
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⇒ MF =
32

7
12

4
2

2 aaa =+ . Т.к. 2 ⋅ S = AF ⋅ MO = AK ⋅ MF, то 

AK = 6
7

MO AF a
MF
⋅

=  ⇒ sin∠ACK =
7
6

=
KC
AK  ⇒ ∠ACK ≈ 59°. 

Ответ: 6arcsin
7

. 

2. Дано: PABCDEF — правильная шес-
тиугольная пирамида, AB = a,  
∠(PBC, PAF) = α. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
PBC ∩ PAF = NP, KM ⊥ PN ⇒  

⇒ ∠BMA = α ⇒ ∠KMB =
2
α  ⇒ 

⇒ MK =
2
a ctg

2
α , т.к. MK ⊥ AB,  

т.к. ∆AMB — равнобедренный. 

∆NMK ∼ ∆NOP ⇒ 
NM
ON

MK
PO

=  ⇒ PO =
NM

MKNO ⋅ . 

∆NKM: MN =
2 2

2 23 ctg 3 ctg
4 4 2 2 2
a a aα α

− = − ⇒PO =

2
ctg3

2
ctg3

2 α−

αa
 ⇒ 

⇒ PL =

2
ctg3

2
ctg3

4
3

2

22
2

α
−

α

+
aa =

2
ctg3

2
3ctg3

2
3

2

2

α
−

α
+a =

2
ctg3

2
sin2

3

2 α−
α

a  ⇒ 

⇒ Sбок. = 2
1 PL ⋅ Pосн. =

2
ctg3

2
sin2

9

2

2

α
−

α

a . 

Ответ: 

2
ctg3

2
sin2

9

2

2

α
−

α

a . 

 
 

B

A

C

D

M

N

L
F E

O

P

α

K
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С-17. 
1. 

B

A

C

E

M

F

O
D

          

B

A

C

E

M

F

O

D
 

Дано: основанием треугольной пирамиды служит правильный 
треугольник со стороной, равной a. Боковые грани разновелики. 
(Вероятно, здесь допущена опечатка, следует читать: «боковые 
грани равновелики»). Высота пирамиды равна a. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 
Т.к. площади боковых граней равны и равны их основания, то 
равны и их высоты, а следовательно, и расстояния от проекции 
вершины M до прямых, содержащих стороны ∆ABC. 

Случай а) r =
32

a  ⇒ MD =
2

2 13
12 2 3
a aa + =  ⇒ 

⇒ Sбок. = 2
1 Pосн. ⋅ MD =

23 13 39
2 42 3
a a a
⋅ = . 

Случай б) Т.к. треугольник правильный, то радиусы всех вневпи-

санных окружностей равны между собой и равны 
aP

S
−

, где p — 

полупериметр ⇒ 

⇒ r =
2 3 3

3 24
2

a a
a a

=
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒ MD =
2
7

4
3 2

2 aaa =+  ⇒  

⇒ Sбок. = 2
1 Pосн. ⋅ MD =

23 7 3 7
2 2 4
a a a
⋅ = . 

Ответ: 
23 7

4
a . 
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2. Дано: треугольная пирамида, высота проходит через точку пе-
ресечения высот основания. 
Доказать: суммы квадратов скрещивающихся ребер равны. 
Доказательство: 
Пусть в ∆ABC, что лежит в основании MABC, AD ⊥ BC, BE ⊥ AC, 
CK ⊥ AB. Пусть AD ∩ BE ∩ CK – O ⇒ MO — высота пирамиды. 
По теореме о трех перпендикулярах ME ⊥ AC ⇒ 
⇒ ME2 = MA2 – AE2 = MC2 – EC2 ⇒ MA2 – MC2 = EA2 – EC2, но 
AE2 = AB2 – BE2, а EC2 = BC2 – BE2 ⇒ AE2 – EC2 = AB2 – BC2 ⇒ 
⇒ MA2 – MC2 = AB2 – BC2 ⇒ MA2 + BC2 = MC2 + AB2. 
Аналогично и для других скрещивающихся сторон. Ч.т.д. 

С-18. 
1. Дано: правильная четырехугольная пи-
рамида, стороны основания равны a, бо-
ковое ребро наклонено к основанию под 
60°. Через вершину основания проведена 
плоскость, перпендикулярная противопо-
ложному боковому ребру. 
Найти: Sсеч.. 
Решение: 
AP ⊥ MC. EF || BD ⇒ EF ⊥ AP по теореме 
о трех перпендикулярах и EK = KF. ∆AMC 

— правильный ⇒ AP = 3 62
2 2

aa ⋅ = . 

K — центр правильного ∆BMD ⇒ EF =
3
2 BD = 2

3
2 a  ⇒ 

⇒ Sсеч. = 3
32

3
2

2
6

2
1 2aaa

=⋅ . Ответ: 
2 3
3

a . 

2. Дано: в основании пирамиды лежит пра-
вильный треугольник со стороной, равной 

3
320 . Одна боковая грань перпендику-

лярна плоскости основания, а остальные 
наклонены к нему под равными углами. 
Высота пирамиды равна 12. На боковом 
ребре выбрана точка, которая делит его в 
отношении 2 : 3, считая от вершины. Через 
нее проведена плоскость параллельная основанию. 
Найти: Sбок. усе. пирамиды. 

A

C

M

E

O
D

F

P

B
K

B

A C

H

D

O

M P

N

StudyPort.ru



 118 

Решение: 
DABC — данная пирамида. (ABD) ⊥ (ABC) DH ⊥ BC, DO ⊥ AB ⇒ 
⇒  по теореме о трех перпендикулярах OH ⊥ BC ⇒  

⇒ OH =
3

310 ⋅
2
3 = 5 ⇒ DH = 13 ⇒ 

⇒ Sбок. = 2
1 ⋅

3
320 (12 + 13 + 13) =

3
3380  ⇒ т.к. 

2
верх.

бок.

2
3 2

S
S

⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

Sбок. усеч. = 25
21 Sбок. =

532 3
5

.   Ответ: 532 3
5

. 

С-19. 
1. Дано: ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная шестиугольная 
призма, O — центр нижнего основания, M ∈ AA1. 
Найти: 1) векторы с началом и концом в вершинах призмы:  
а) сонаправленные с OC ; б) равные FD . 
2) От т. M отложить векторы, равные FD  и OC . 
Решение: 1) а) AB , 11BA , ED , 11DE , FC , 11CF . 

б) AC , 11DF , 11CA . 
2) через M проводим MC' || OC и MD' || FD, где C' ∈ ВВ1, D' ∈ 
CC1, 'MC  и 'MD  — векторы, которые требовалось построить. 
Ответ: 1) а) AB , 11BA , ED , 11DE , FC , 11CF . б) AC , 11DF , 11CA . 

2) 'MC , 'MD . 
2. Дано: DABC — тетраэдр, AC = 18 см, F и 
E — точки пересечения медиан граней 
ADB и CDB, M ∈ AB, N ∈ BC, AM : MB = 
= CN : NB. 
1) Доказать: MNFE || .  2) Найти: || FE . 
Решение: 
1) Т. F и E лежат на медианах AP и CP ⇒ 

3
1

==
EC
PE

AF
FP  ⇒ FE || AC, но т.к. AM : MB = 

CN : NB, то и MN || AC ⇒ MNFE ↑↑ . Ч.т.д. 

2) ∆APC ∼ ∆FPE с коэффициентом подобия 3 ⇒ FE =
3
1 AC = 6. 

Ответ: 6 см. 

A

B

C

D

EF

M N
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С-20. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. 
Найти: 1AA  как сумму 1DA , 1DC , 1DB . 

Решение: 1AA = 1DA – DA = 1DA – 11BC = 

= 1DA – ( 1DB – 1DC ) = 1DA – 1DB + 1DC . 

Ответ: 1DA – 1DB + 1DC . 
2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, 
MA + MB + MC + MD + 1MA + 1MB + 1MC + 1MD = 0 . 
Найти: M. 
Решение: Пусть M' — точка пересечения его диагоналей. 

1 1 1 1MA MB MC MD MA MB MC MD+ + + + + + + = 

= ( ) ( ) ( ) ( )MM M A MM M B MM M C MM M D′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + + + 

+ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1MM M A MM M B MM M C MM M D′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +  = 

= 8MM ′  = 0  ⇒ M' совпадает с M ⇒ M — точка пересечения диа-
гоналей параллелепипеда. 
Ответ: M — точка пересечения диагоналей параллелепипеда. 

С-21. 
1. Дано: DABC — тетраэдр, ∠DAC = ∠DAB, DBC ⊥ ABC, DM — 
высота тетраэдра, AC = a, AB = b, AD = c. От точки A отложены 
единичные векторы 1e , 2e , 3e , сонаправленные с AC , AB , AD  
соответственно. 
Найти: разложение DM  по 1e , 2e , 3e . 
Решение: Т.к. DBC⊥ ABC, то M ∈ BC, причем т.к. ∠DAC = ∠DAB, 

то AM — биссектриса ∆ABC ⇒ 
b
a

MB
CM

= ; 

DM = AM – AD , AM = AC
ba

bAB
ba

a
+

+
+

 ⇒ 

⇒ DM = AC
ba

bAB
ba

a
+

+
+

– AD , но AB = b 2e , AC = a 1e ,  

а AD = c 3e  ⇒ ⇒ DM = 321 ece
ba

abe
ba

ab
−

+
+

+
. 

Ответ: 321 ece
ba

abe
ba

ab
−

+
+

+
. 
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2. Дано: ABCD — трапеция, O ∉ ABC, AD || BC, AD = kBC. 
Найти: разложение OD  по aOA = , bOB = , cOC = . 
Решение: 
OD = OA + AD = OA + BCk = OA + )( OBOCk − = bkcka −+ . 

С-22. 
1. 
Дано: PABCD — пирамида, ABCD — па-
раллелограмм, M ∈ BD, 
N ∈ PC, MN || AF, F — середина PB. 

Найти: 
AF
MN . 

Решение: 

Пусть BM x
MD y

= , 
n
m

NC
PN

= . 

CNDCMDMN ++= = CP
nm

nABBD
yx

y
+

++
+

. 

ABADBD −= ; APADABCP +−−=  ⇒ 

⇒ MN = )()( APADAB
nm

nABABAD
yx

y
+−−

+
++−

+
= 

= AP
nm

nAB
nm

n
yx

yAD
nm

n
yx

y
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

1  1) 

APABAF
2
1

2
1

+= . Т.к. MN || AF, то 

APkABkAFkMN
22

+==     2) 

Из (1) и (2) ⇒ 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

=
+

−
+

−

=
+

−
+

2

2
1

0

k
nm

n

k
nm

n
yx

y
nm

n
yx

y

; 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

−
+

−

−=
+

−=
+

2
1

1

1

k
nm

n
yx

y

k
nm

n

k
yx

y

 ⇒ 

1 – (1 – k) – (1 – n) =
2
k ,  1 – 1 + k – 1 + k =

2
k = 0, 

P

D C

BA
M

NF
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k
2
3 = 1 ⇒ k =

3
2  ⇒ MN = k ⋅ AF и 

3
2

=
AF
MN . 

Ответ: 2
3

. 

2. Дано: точки A, B, C, D; A ∉ BC, O — произвольная точка про-
странства, x + y + z = 1, OCzOByOAxOD ++= . 
Доказать: A, B, C, D лежат в одной плоскости. 
Доказательство: 
z = 1 – x – y ⇒ OCyxOByOAxOD )1( −−++= . 

OCOByOAxOCODCD +⋅+⋅=−= – OCOCyOCx −⋅−⋅ = 

= )( OCOAx − + )( OCOBy − = CByCAx ⋅+⋅  ⇒ CD , CB  и CA  ком-
планарны, значит, точки A, B, C, и D лежат в одной плоскости. 
Ч.т.д. 

С-23. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой 
параллелепипед, ABCD — ромб,  
AC = 8 см, BD = 6 см, BB1 = 6 см,  
P ∈ BB1, PB = 2 см. Через AD и P 
проведена плоскость. 
Найти: Sбок. образовавшейся тре-
угольной призмы. 
Решение: 
PQ || AD. BT ⊥ AD ⇒ PT ⊥ AD по теореме о трех перпендикуля-
рах ⇒ PBT — перпендикулярное сечение призмы APBDQC ⇒ 

⇒ Sбок. = PPBT ⋅ AD =

1 6 8 57625 2 4
5 25

⎛ ⎞⋅ ⋅⎜ ⎟
⋅ + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 60. Ответ: 60 см2. 

2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой 
параллелепипед, ABCD — ромб,  
AC = 8 см, BD = 6 см, BB1 = 6 см. Че-
резB1D параллельно AC проведена 
плоскость. 
Найти: 
1) Sсеч.; 
2) расстояние OK от точки пересече-
ния диагоналей ромба ABCD до плоскости сечения; 

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

P

T

Q

A

C

D

A1

B1 C1

O

y

F

B K
O

D

E

N
α

x

y
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3) р(AA1, B1D); 
4) разложить OK  по AB , AD , 1AA ; 
5) угол между AD и плоскостью сечения. 
Решение: 

1) EF || AC и EF ⊥ B1D ⇒ S =
2
1 EF ⋅ B1D =

2
1 8 ⋅ 26 = 224 . 

2) OK ⊥ B1D, OK ⊥ AC ⇒ OK ⊥ EF ⇒ OK ⊥ EDF. 

∠ODK = 45° ⇒ OK =
2

23 . 

3) р(AA1, B1D) = AO = 4. 

4) ODOBOK
4
3

4
1

1 += = BDBBOB
8
3)(

4
1

1 ++ = 

= BDAABD
8
3

2
1

4
1

1 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− = 14

1
4
1 AABD + = 14

1)(
4
1 AAABAD +− = 

= 14
1

4
1

4
1 AAADAB ++− . 

5) AOK ∩ EDF = XY || AC. В ∆AOK: AN || OK. 

Очевидно, AN ⊥ EDK. Пусть ∠ADN = α ⇒ sinα =
10

23
=

AD
AN  ⇒ 

⇒ α = arcsin
10

23 . 

Ответ: 1) 24 2  см2; 2) 3 2
2

 см; 3) 4 см;  

4) 14
1

4
1

4
1 AAADAB ++− ; 5) arcsin

10
23 . 

ВАРИАНТ 8. 
С-1. 

1. 
Дано: M ∈ BDC. 
Построить: AM ∩ DBE. 
Построение: 
DM ∩ BC = K; AK ∩ BE = N; AM ∩ DN = X. 
X — искомая точка. 
 

C

A B

D

N KE

MX
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2. 
Дано: O — центр окружности, описанной около 
ABCD, A, O, C ∈ α. 
Найти: принадлежит ли α точка D. 
Решение: 
Не обязательно. Т.к. если точки A, O, C лежат на 
одной прямой, то через эту прямую можно провести бесконечно 
много плоскостей. 
Ответ: необязательно. 

С-2. 
1. 
Дано: a и b скрещивающиеся, M ∉ a, 
M ∉ b. 
Найти: всегда ли существует пря-
мая, проходящая через точку M и 
пересекающая a и b? 
Решение: 
Пусть a и M принадлежат плоскости α. 
b ∩ α = K. 
Если KM не параллельна a, то KM — искомая прямая. 
Ответ: не всегда. 
2. 
Дано: ∆ABC ∈ α, AA1 || BB1 || CC1,  
AA1 = BB1 = CC1, F, E, M — середины 
B1C, AC1, A1B соответственно. 
Доказать: ∆EMK ∼ ∆ABC. 
Доказательство: 
Т.к. AA1 || CC1 || BB1, то AA1B1B, 
BB1C1C, AA1C1C — параллелограммы, а 
т.к. F, E, M — середины A1B, B1C, C1A, то F, E, M — точки пере-
сечения диагоналей в параллелограммах. 

Значит, EF — средняя линия ∆ABC ⇒ EF =
2
1 AB. 

Аналогично, ME =
2
1 BC; MF =

2
1 AC. 

Значит, ∆EMF ∼ ∆BCA (по третьему признаку). Ч.т.д. 
 

B

A

C

D

O

b

a

K
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A

B

C
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С-3. 
1. 
Дано: M1 и M — точки пересечения ме-
диан ∆AHB и ∆ABC. 
Найти: параллельны ли AHC и MM1. 
Решение: 
Проведем в ∆AHB и ∆ABC медианы AK и 
AL соответственно. 

1
2

1

1 ==
ML
AM

KM
AM . 

Значит, MM1 || KL. А KL — средняя ли-
ния ∆BHC. Значит, KL || HC.  

Значит, MM1 || HC. Значит, MM1 || (AHC). 
Ответ: параллельна. 

2. 
Дано: ABCD — параллелограмм,  
AA1=BB1=CC1=DD1, AA1||BB1||CC1 || DD1, 
K, M, P — середины AB, A1B, AD соот-
ветственно, AA1 = 20, BD = 40,  
∠(BD, CC1) = 90°. 
1) Построить: линии пересечения плос-
кости MKP с плоскостями AA1B, BA1D, 
AA1D1 и ABC. 
 

2) Найти: площадь четырехугольника, образованного построен-
ными линиями. 
Решение: 
1) Пусть N — середина A1B1. Значит, (MKP) ∩ (AA1B) = KN. 
Пусть L — середина A1D. (PL || MK). Значит, (MKP) ∩ (A1BD) = ML. 
(MKP) ∩ (AA1D) = PL. 
(MKP) ∩ (ABC) = KP. 
2) MK || PL и ML || KP ⇒ MLPK — параллелограмм. 

KM — средняя линия ∆AA1B. KM =
2
1 AA1 = 10. 

KP — средняя линия ∆ABD. KP =
2
1 BD = 20. 

Т.к. BD ⊥ CC1 и KP || BD. Значит, KP ⊥ CC1. 
Т.к. KM || CC1, то KP ⊥ KM. Значит, KMLP — прямоугольник. 
Sсеч. = KM ⋅ KP = 10 ⋅ 20 = 200. 
Ответ: 200. 

A

B

C

D

M1

M
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K

L

A
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D
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С-4. 
1. 
Дано: AA1 || BB1 || CC1 || DD1,  
AA1=BB1=CC1 = DD1, M ∈ AA1B1. 
Через точку M проведена плос-
кость, параллельная CC1E. 
Построить: линию пересечения 
этой плоскости с AA1D1. 
Построение: 
Проведем через точку M пря-
мую, параллельную AA1. 
Пусть она пересекает AB и A1B1 в точках S и S1 соответственно. 
Проведем через точку S прямую SK, параллельную CE, K ∈ пря-
мой AD. Через точку K проведем прямую KK1, параллельную AA1. 
KK1 ∩ A1D1 = K. 
KK1 — искомая прямая. 
2. 
Дано: α || β, AB ∩ CD=M; A, C ∈ α, D, B ∈ β. 

Доказать: 
MD
CM

MB
AM

= . 

Доказательство: 
AC || β; DB || α. 
Т.к. AC и DB лежат в одной плоскости,  
то AC || DB. 
Значит, ∠CAM = ∠MBD и ∠ACM = ∠MDB. 

Значит, ∆ACM ∼ ∆BDM.  Значит, 
MD
CM

MB
AM

= . Ч.т.д. 

С-5. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. 
Доказать: AC1 проходит через точку 
пересечения медиан ∆BDA1. 
Доказательство: 
(BDA1) ∩ (AA1C1) = A1O, где O — точка 
пересечения диагоналей ABCD. 
AC1 ∩ A1O = M; (AC1 ∩ (A1DB)) = M. 
Пусть (A1C ∩ AC1) = K. Тогда AK и A1O — медианы ∆AA1C. 
Значит, A1M : MO = 2 : 1. 
Значит, M — точка пересечения медиан ∆A1BD. Ч.т.д. 
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2. 
Дано: DABC — тетраэдр, угол при основа-
нии боковых граней равен 70°. Точка начи-
нает двигаться по грани ADC, затем по CDB, 
затем по ADB и возвращается в исходное 
положение. Наименьший путь, который она 
проходит, равен 312 . 

Найти: длину бокового ребра. 
Решение: Сделаем развертку. 
AA1 — наименьший путь. DH ⊥ AA1, AA1 = 312 . 
∠ADA′ = 3 ⋅ (180° – 140°) = 120°. 

∠ADH =
2
1 ∠ADA′ = 60°. AH =

2
1 AA′ = 36 . 

AD =
3

236
sin

⋅
=

∠ADH
AH = 12 см. 

Ответ: 12 см. 

С-6. 
1. Дано: DABC — тетраэдр, AC = 12, DB = 9, O — точка пересе-
чения медиан ∆ABC, ∠(AC; DB) = 60°. 
Построить: сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через 
точку O параллельно прямым AC и DB. 

Найти: Sсеч. 
Построение: 
1) Через т. O проведем прямую KM, парал-
лельную AC. 
2) Через точки K и M проведем прямые KL 
и MN, параллельные BD. 
3) KLNM — искомое сечение. 

1
2

1
==

OB
BO

KA
BK . 

∆BKM ∼ ∆BAC; 
3
2

==
AB
BK

AC
KM ; KM =

3
2 AC =

3
2 ⋅ 12 = 8. 

∆AKL ∼ ∆ABD; 
3
1

==
AB
AK

BD
KL ; KL =

3
1 BD = 3. 

Т.к. KL || BD и KM || AC, то ∠LKM = 60°. 

Sсеч. = 8 ⋅ 3 ⋅ sin60° = 24 ⋅
2
3 = 312 . Ответ: 312 . 
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2. 

B

A

C

D

M
L

O

Y
G

X

J

K

E
P

T

S

I

A1

B1 C1

D

 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, T ∈ A1B1, M ∈ DD1,  
K ∈ DD1C1C, E ∈ AA1D1D. 
Построить: сечение плоскостью, параллельной TEK и проходя-
щей через точку M. 
Построение: TL || AA1, KH || AA1, LH ∩ TK = X. 
EO || AA1, OL ∩ TE = Y.  TS || XY, CD ∩ XY = G. 
GK ∩ C1C = I, GK ∩ D1D = J, JE ∩ AA1 = P. ⇒ TSIJP — сечение 
плоскостью TEK. 
Чтобы построить искомое сечение, проведите сечение, парал-
лельное построенному, через т. M. На рисунке не изображено, 
чтобы не перегружать его. 

С-7. 
1. Дано: ∆ABC — прямоугольный, MN — 
средняя линия ∆ABC, 
α || MN, AA1 ⊥ α, BB1 ⊥ α, CC1 ⊥ α,  
C1B1 = 11 см, C1A1 = 12 см, A1B1 = 19 см. 
Найти: S(∆ABC). 
Решение: Т.к. MN || AB, то AB || α. 
Значит, AB = A1B1 = 19 см. 
Проведем через точку C плоскость β (β || α). 
β ∩ BB1 = B2; β ∩ AA1 = A2. 
CB2 = C1B1 = 11 см; CA2 = C1A1 = 12 см; A2B2 = A1B1 = 19 см. 
∆CB2B и ∆CA2A — прямоугольные. 
Пусть BB2 = AA2 = x. CB2 = x2 + 121, CA2 = x2 + 144,  
AB2 = CA2 + CB2; x2 + 121 + x2 + 144 = 361. 
Значит, x2 = 48; CB = 12148 + = 13; CA = 3814448 =+ . 

SACB = 1 8 3 13 52 3
2
⋅ ⋅ =  см2. Ответ: 352  см2. 

C1

A1 B1

A B

C
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2. Дано: α, точки A и B. 
Найти: множество точек, принадлежащих α и равноудаленных от 
A и B. 
Решение: Заметим, что любая точка плоскости, проходящей через 
середину AB и перпендикулярно AB, равноудалена от точек A и B, 
и никакая другая точка пространства не обладает этим свойством. 
Значит, искомым множеством точек будет пересечение этой 
плоскости (обозначим ее за β) с плоскостью α. Т.е. это m, если α 
∩ β = m; ∅ если α || β; α, если α = β. 
Ответ: m, если α ∩ β = m;  ∅ если α || β;  α, если α = β. 

С-8. 
1. 
Дано: MPKHM1P1K1H1 — параллелепипед, 
∠M1MH + ∠M1MP = 180°, все грани ромбы. 
Доказать: P1H ⊥ MK. 
Доказательство: 
Очевидно, что все ромбы равны между со-
бой. 

Значит, ∠P1PM = ∠P1PK. Значит, P1 проецируется на PH.  
Т.к. PH ⊥ MK, то по ТТП P1H ⊥ MK. Ч.т.д. 
2. 

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

M

S

K

N

T

P

R

 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, все грани — 
прямоугольники, M — внутренняя точка грани AA1C1C. 
Построить: сечение параллелепипеда плоскостью, проходящей 
через точку M и перпендикулярной BC. 
Построение: 
1) Через точку M проведем прямую a, a || AA1. 
a ∩ A1C1 = K, a ∩ AC = N. 
2) Через точки K и N проводим прямые b и c, параллельные AB. 
b ∩ A1D1 = P, b ∩ B1C1 = R; 
c ∩ AD = S, c ∩ BC = T. 
(PRTS) — искомое сечение. 
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С-9. 
Дано: α || β; A, C ∈ α; B, D ∈ β; AB ⊥ α;  
AB = 20; CD = 25; AC = 14; BD = 13. 
Найти: р(AB, CD) — ? 
Решение: 
Т.к. α || β и AB ⊥ α. то AB ⊥ β. 
Из точки C проведем отрезок CC1, перпенди-
кулярный α. 

CC1 = AB = 20.  C1D = 222
1

2 2025 −=−CCCD = 15. 
Т.к. C1D — проекция CD на плоскость β,  
то р(AB, CD) = р(B, C1D) = BH, где BH — высота ∆BC1D. 

BC1 = AC = 14.  P(BC1D) =
2

131514 ++ = 21. 

S(BC1D) = 86721)1321)(1521)(1421(21 ⋅⋅⋅=−−− = 84. 

S(BC1D) =
2
1 ⋅ BH ⋅ C1D =

2
1 ⋅ 15BH.   BH =

15
284 ⋅ = 11,2. 

Ответ: 11,2. 

С-10. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямоуголь-
ный параллелепипед, K — середина 
AA1, L — точка пересечения диагона-
лей грани DD1C1C, E ∈ AD, AD = 4,  

CD = 2, AE =
2
1 . 

Доказать: B1E ⊥ KL. 
Доказательство: 
Пусть LL1 ⊥ CD. L1 — середина CD. 
AL1 — проекция KL на (ABC), параллельная KL. 
BE — проекция B1E. 

tg∠ABE =
4
1

=
AB
AE .  tg∠DAL1 = 4

11 =
AD

DL . 

∆ADL1 ∼ ∆BAE, т.к. ∠ABE = ∠DAL1. 
Пусть AL1 ∩ BE = O. 
∆AOE ∼ ∆BAE, т.к. ∠OAE = ∠ABE и ∠OEA = ∠AEB. 
Значит, ∠AOE = 90°. 
Значит, BE ⊥ AL1 ⇒ B1E ⊥ KL. Ч.т.д. 
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2. 
Дано: ABCD — квадрат, O — точка пере-
сечения его диагоналей,  
MO ⊥ ABC, F — середина AB, AB = 4. 
MO = 32 . 
Найти: ∠(FD, (DMC)) — ? 
Решение: 
M1 — середина CD. DC ⊥ FM1;  

DC ⊥ MM1 (MM1 — медиана и высота в равнобедренном ∆DMC). 
Значит, DC ⊥ (FMM1).  FH ⊥ MM1; т.к. DC ⊥ (FMM1), то DC ⊥ FH. 
Значит, FH ⊥ (DMC). 
Значит, ∠(DF, (DMC)) = ∠FDH. ∠FHD = 90°. 

FD = 522041622 ==+=+ AFAD . 

MM1 = 412422
1 =+=+ MOOM . 

sin∠MM1O =
2
3

4
32

1
==

MM
MO . sin∠MM1O =

41

FH
FM
FH

= . 

FH = 324
2
3

=⋅ . sin∠FDH =
5
3

52
32
==

FD
FH . 

∠FDH = arcsin 6,0 ≈ 50°46′. Ответ: ≈50°46′. 

С-11. 
1. 

E

B
C

D

m

O

A

F

a l

Y

X

 
 
Дано: ABCD, ADEF — равнобедренные трапеции, a ⊥ AD, a ∩ β = X. 
Построить: a ∩ α = ? 
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Построение: Через точку X проведем прямую m, параллельную 
высоте трапеции ADEF. m ∩ AD = O. 
Через точку O проведем прямую l, параллельную высоте трапе-
ции ABCD. 
AD перпендикулярна плоскости, проходящей через прямые l и m. 
Т.к. AD ⊥ a и X лежит в плоскости, проходящей через l и m, то 
если a ∩ l = Y, то Y — искомая точка. 
2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепи-
пед, у которого все грани квадраты. 
Найти: величину двугранного угла, 
образованного сечениями AB1C1D и 
CB1A1D. 
Решение: 
B1D — ребро двугранного угла. 
∆A1B1D = ∆C1B1D.  A1H и C1H — высоты. 
∠A1HC1 — линейный угол двугранного угла. 
Пусть ребро — a. 

A1D = 2a .  B1D = 32 22 aaa =+ .  A1H ⋅ 3a = 2a ⋅ a. 

A1H =
3
2

⋅a = C1H.  A1C1 = 2a . 

cos∠A1HC1 =
11

2
1

2
1

2
11

2 HCHA
HCHACA

⋅
−− =

3
22

3
2

3
22

2

222

⋅⋅

⋅−⋅−

a

aaa
= 

=

3
4

3
42

2

22

⋅

⋅−

a

aa
=

3
4

3
42 −

=

3
4
3
2

=
2
1 .  ∠A1HC1 = 120°.   Ответ: 120°. 

С-12. 
1. 
Дано: α ⊥ β, ABCD ∈ α,  
CEFK ∈ β, ABCD = CEFK. 
Найти: ∠(BD, EK) — ? 
Решение: 
Построим квадрат DCKM как 
показано на рисунке. 
CM || EK. 
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Построим куб на квадрате DCKM. 
MT || DB. 
∆MTC — равносторонний ⇒ ∠CMT = 60°. 
Т.к. CM || EK и MT || DB, то ∠(BD, EK) = ∠(MT, CM) = 60°. 
Ответ: 60°. 

2. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед (основание — прямоуголь-
ник), AD = 4, CD = 3, CC1 = 14, E — 
середина AD, F — середина DC. 
Построить: сечение, проходящее 
через точки E, F, параллельное B1D. 
Найти: Sсеч.. 
Построение: 
1) Проведем EF. 
2) EF ∩ BD = N. 
3) В плоскости BB1D проведем пря-
мую MN, параллельную B1D. 
MN ∩ BB1 = M. 

4) MN ∩ OO1 = S 
(OO1 — прямая, проведенная через точки пересечения диагона-
лей граней ABCD и A1B1C1D1). 
5) Через точку S проведем прямую KL, параллельную AC. 
6) KL ∩ AA1 = K; KL ∩ CC1 = L. 
7) MKEFL — искомое сечение. 
Решение: 
Построим BP ⊥ EF.  MP ⊥ EF и MP ⊥ KL; MP ∩ KL = Q. 
Sсеч. = SKML + SEKLF. 

SKML =
2
1 KL ⋅ QM =

2
1 AC ⋅ QM. 

SEKLF =
2
1 (KL + EF) ⋅ QP = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ACAC

2
1

2
1 ⋅ QP =

2
1 ⋅

2
3 AC ⋅ QP. 

Прямоугольные ∆MPB и ∆QPT подобны. 

Значит, MQ =
3
2 MP и QP =

3
1 MP. 

Значит, Sсеч. = 2
1 AC ⋅

3
2 MP +

2
1 ⋅

2
3 AC ⋅

3
1 MP = 

=
3
1 AC ⋅ MP +

4
1 AC ⋅ MP =

12
7 AC ⋅ MP. 
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∆B1BD ∼ ∆MBN. 

MB =
4
3 BB1 = 4

3 CC1 = 4
3 ⋅ 14 =

2
21 . 

SBEF = AB ⋅ AD –
2
1 AB ⋅ AE –

2
1 ED ⋅ DF –

2
1 BC ⋅ CF = 

= 3 ⋅ 4 –
2
1 ⋅ 3 ⋅ 2 –

2
1 ⋅ 2 ⋅

2
3 –

2
1 ⋅ 4 ⋅

2
3 = 12 – 3 –

2
3 – 3 = 6 –

2
3 =

2
9 . 

AC = 91622 +=+ CDAD = 5.  EF =
2
1 AC =

2
5 . 

2
1 EF ⋅ BP = SBEF. BP =

5
18

2
5
92
==

EF
SBEF . 

Значит, MP =
10
111

25
324

4
44122 =+=+ BPMB . 

Sсеч. = 8
259

10
1115

12
7

=⋅⋅ . Ответ: 
8

259 . 

С-13. 
1. 
Дано: ABCA1B1C1 — прямая призма, 
∆ABC — прямоугольный (∠C = 90°), 
AC = 4, BC = 3, B1B = 4. 
Найти: ∠(AC1, B1C) — ? 
Решение: 
Достроим до прямого параллелепи-
педа ACBDA1C1B1D1. 
Основание — прямоугольник ACBD. 
AD1 || CB1. 

Значит, ∠(AC1; B1C) = ∠D1AC1. AD1 = 9162
11

2
1 +=+ DAAA = 5. 

AC1 = 2416162
1

2 =+=+CCAC . 

D1C1 = 1692
11

2
11 +=+ CADA = 5. 

cos∠D1AC1=
11

2
1

2
1

2
11

2 ACAD
ACADCD

⋅
++− =

2452
322525

⋅⋅

++− =
240

32 =
25

4 =
5

22 . 

∠D1AC1 = arccos
5

22 ≈ 55°33′.  Ответ: arccos
5

22 ≈ 55°33′. 
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2. 
Дано: ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правиль-
ная призма, a — сторона основания,  
2a — боковое ребро, O — середина F1C. 
Построить: через O перпендикулярно 
F1C сечение. 
Найти: площадь сечения. 
Построение: 
Т.к. ABCDEF — правильный шести-
угольник, то FC = 2a. 
Значит, FF1C1C — квадрат. 
Значит, F1C ⊥ FC1. 

Пусть L — точка пересечения FC1 и прямой, проведенной через 
точку пересечения AE и FC параллельно FF1. 
Через точку L проведем прямую PQ параллельно AE. 
PQ ∩ AA1 = P; PQ ∩ EE1 = Q. 
Пусть K — точка пересечения FC1 и прямой, проведенной через 
точку пересечения F1C1 и B1D1 параллельно CC1. 
Через точку K проведем прямую MT параллельно B1D1. 
MT ∩ BB1 = M, MT ∩ DD1 = T. 
MC1TQFP — искомое сечение. 
(F1C ⊥ FC1; F1C ⊥ AE, а т.к. PQ || AE, то F1C ⊥ PQ) 
Угол между плоскостью сечения и плоскостью основания — 
∠C1FC = 45°. 

сеч.

осн.

S
S = cos45°. Sосн. = 2

33 2a . 

Sсеч. =
°45cos

осн.S =
22

233 2

⋅

⋅a = 3a2 ⋅
2
3 =

2
63 2a .   Ответ: 

2
63 2a . 

С-14. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой па-
раллелепипед, ABCD — ромб, ∠BAD 

= 60°, AA1 = 4 см, р(AD, D1C) =
5

12  см. 

Найти: Sп.п. — ? 
Решение: 
р(AD, D1C) = р(AD, (A1D1CB)). 
AM ⊥ BC, AK ⊥ A1M, BC ⊥ AA1 и  

BC ⊥ AM, значит, BC ⊥ (AA1M). 
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Т.к. AK ∈ (AA1M), то AK ⊥ BC. 
Т.к. AK ⊥ A1M, то AK ⊥ (BA1D1). 
Длина AK — расстояние между AD, D1C. 

AK =
5

12 . sin∠KA1A =
5
3

45
12

1
=

⋅
=

AA
AK . cos∠KA1A =

5
4

25
91 =− . 

tg∠KA1A =
4
3 . tg∠KA1A =

1AA
AM ; AM =

4
3 ⋅ 4 = 3. 

Пусть сторона ромба a. Т.к. ∠BAD = 60°, то BD = a. 

AC = 32120cos2 22222 aaaaaa =+=°−+ . ∠BCA = 30°. 

sin∠BCA =
aaAC

AM 3
3

3
== . 

a
3

2
1
= ; a = 32  см; AC = 6 см. 

S(ABCD) =
2
1 BD ⋅ AC =

2
1 ⋅ 32 ⋅ 6 = 36  см2. 

Sб.п. = 4a ⋅ AA1 = 4 ⋅ 32 ⋅ 4 = 332  см2. 
Sп.п. = Sб.п. + 2S(ABCD) = 332 + 312 = 344  см2. 
Ответ: 344  см2. 

С-15. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — наклонный 
параллелепипед, ABCD — параллело-
грамм, AD = 15, BD = 7, ∠BDA = 60°, 
∠A1AD = ∠A1AB < 90°, ∠(A1D; (ABC)) 
= 45°, A1 проектируется на BO. 
Найти: Sб.п.. 
Решение: 
Пусть A1K — высота параллелепипеда. K ∈ BD. 
Т.к. ∠A1AD = ∠A1AB, то AK — биссектриса ∆ABD. 

По теореме косинусов AB = °⋅⋅−+ 60cos222 BDADBDAD = 

=
2
1715249225 ⋅⋅⋅−+ = 10549225 −+ = 13. 

По свойству биссектрисы треугольника KD =
4

15 . 

∠(A1D; (ABC)) = ∠A1DK = 45°. Значит, A1K =
4

15 ; KF ⊥ AD. 
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Т.к. A1K ⊥ (ABC), KF ⊥ AD ⇒ по ТТП A1F ⊥ AD. 
Значит, A1F — высота грани AA1D1D. 

KF = KD ⋅ sin60° =
8

315 . 

A1F =
8

715
4
3

4
15

4
15)(

22
22

1 =⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+ KFKA . 

KN ⊥ AB. AB ⊥ (A1KN) ⇒ A1N ⊥ AB. 
∆ANK = ∆AFK (по гипотенузе и острому углу). 
Значит, NK = KF. 
Значит, ∆A1KN = ∆A1KF (по двум катетам). 

Значит, A1N = A1F =
8

715 . 

Sб.п. = 2 ⋅ 15 ⋅
8

715 + 2 ⋅ 13 ⋅
8

715 = 56 ⋅
8

715 = 7105 . 

Ответ: 7105 . 
2. Дано: ABCDA1B1C1D1 — наклонная призма, ∆ABC — прямо-
угольный, ∠C = 90°, B1 проектируется на середину BC, AA1 = l, 
∠(AA1; (ABC)) = ϕ, двугранный угол с ребром BB1 равен α. 

Найти: Sб.п. — ? 
Решение: 
Пусть H — середина BC, B1H — вы-
сота призмы, ∠B1BC = ϕ. 
По ТТП BB1 ⊥ AC. CF ⊥ BB1,  
BB1 ⊥ (ACF), ∠ACF = 90°. 
Из ∆BB1H: BH = l ⋅ cosϕ. BC = 2lcosϕ. 
Из ∆FBC: FC = BC ⋅ sinϕ =  
= 2lsinϕcosϕ = lsin2ϕ. 
Из ∆ACF: AC = FC ⋅ tgα = lsin2ϕ ⋅ tgα. 

AF = sin 2
cos cos
FC l ⋅ ϕ

=
α α

. 

Периметр перпендикулярного сечения равен: 

P = lsin2ϕ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
+α+

cos
1tg1 =

α
α+α+ϕ

cos
)sincos1(2sinl . 

Sб.п. =
α

α+α+ϕ
cos

)sincos1(2sin2l . Ответ: 
α

α+α+ϕ
cos

)sincos1(2sin2l . 
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С-16. 
1. 
Дано: MABCD — правильная четырех-
угольная пирамида, a — сторона основа-
ния, 2a  — высота. 
Найти: ∠(MA; (DMC)) — ? 
Решение: MO — высота пирамиды. 
Пусть E — середина AB. 
EK ⊥ (CMD) (EK ⊥ MF, EK ⊥ CD). 
(ABK) пересекает плоскость (CMD) по 
прямой параллельно AB; 
AP || EK; т.к. EK ⊥ (CMD), то AP ⊥ (CMD). 
Значит, ∠(MA; (DMC)) = ∠AMP. 

MF =
2

3
4

2
2

222 aaaOFMO =+=+ , MO ⋅ EF = EK ⋅ MF. 

EK =
3
22

3
22 a

a
aa

MF
EFMO

=
⋅⋅

=
⋅ .  AP = EK = a

3
22 . 

Из ∆AMP: sinα =
AM
AP . 

AM = aaaAOMO
2
10

4
22

2
222 =+=+ . 

Значит, sinα =
15

54
53

4
103

222
==

⋅

⋅ .  α = arcsin
15

54 ≈ 36°36′. 

Ответ: arcsin
15

54 ≈ 36°36′. 

2. 
Дано: SABCDEF — правильная пирами-
да, a — сторона основания, угол между 
смежными боковыми гранями — ϕ. 
Найти: Sб.п. — ? 
Решение: 
CM ⊥ SD; EM ⊥ SD; ∠CME = α;  
∠CDE = 120°. 

CE = 3120cos2 222 aaaa =°⋅−+ . 
NM ⊥ SD; ∆NMD ∼ ∆SOD. 
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MD
OD

NM
SO

= ; NM =
2

3a ⋅ ctg
2
ϕ ; SO =

MD
ODNM ⋅ ; ND =

2
a . 

MD =
2 2

2 2 23 ctg
4 4 2

a aND NM ϕ
− = − ⋅ = 21 3ctg

2 2
a ϕ

− . 

SO =
2

2

2 3 ctg
2

2 1 3ctg
2

a

a

ϕ
⋅

ϕ
−

=
2

3 ctg
2

1 3ctg
2

a ϕ
⋅

ϕ
−

.  LO =
4

2
2 aa − =

2
3a . 

SL =
2 2

2

2

3 ctg3 2
4 1 3ctg

2

aa
ϕ

+
ϕ

−
=

2 2
2

2

ctg
23

4 1 3ctg
2

aa
ϕ

⋅ +
ϕ

−
= 

=
2

2

ctg1 23
4 1 3ctg

2

a

ϕ

⋅ +
ϕ

−
=

2 2

2

1 3ctg 4ctg3 2 2
2 1 3ctg

2

a
ϕ ϕ− +

⋅
ϕ

−
= 

=
2

2

1 ctg3 2
2 1 3ctg

2

a
ϕ+

⋅
ϕ

−
=

2

3 1

2sin 1 3ctg2 2

a
⋅

ϕ ϕ
−

. 

Значит, Sб.п. =
2

1 36
2

2sin 1 3ctg
2 2

aa⋅ ⋅
ϕ ϕ
⋅ −

=
2

2

3 3

2sin 1 3ctg
2 2

a
ϕ ϕ
⋅ −

. 

Ответ: 
2

2

3 3

2sin 1 3ctg
2 2

a
ϕ ϕ
⋅ −

. 

С-17. 
1. Дано: MABC — пирамида, ∆ABC — 
равнобедренный, AB = AC, BC = 24,  
AK = 5, MH = 12, высоты боковых гра-
ней, проведенных из точки M, равны 
между собой, ∠MAB ≠ ∠MAC. 
Найти: Sб.п.. 
Решение: 

Т.к. высоты боковых граней равны, то вершина пирамиды одина-
ково удалена от сторон основания или от прямых, на которых 
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лежат эти основания. В таком случае вершина проектируется ли-
бо в центр вписанной в основание окружности, либо в один из 
центров вневписанных окружностей. 
Т.к. ∠MAB ≠ ∠MAC, то вершина пирамиды может проектиро-
ваться только в центр вневписанных окружностей, которые каса-
ются равных сторон основания. 

BK = KC = 12.  AB = AC = 1442522 +=+ BKAK = 13. 

P(ABC) = 13 + 13 + 24 = 50.  S(ABC) =
2
1 AK ⋅ BC =

2
1 ⋅ 5 ⋅ 24 = 60. 

Значит, r =
1325

60

2
)(

)(
−

=
− ABABCP

ABCS = 5 — радиус вневписанной 

окружности. 

Тогда высота боковых граней: hбок.гр. = 25122 + = 13. 

Значит, Sб.п. = 2
1 Pосн. ⋅ hбок.гр. = 25 ⋅ 13 = 325. Ответ: 325. 

2. Дано: MABC — пирамида, O — точка 
пересечения высот ∆ABC, MO — высота 
пирамиды. 
Доказать: если AK ⊥ (MBC), K ∈ МВС, то 
К — точка пересечения высот грани MBC. 
Доказательство: 
Пусть AK ⊥ ME, покажем, что AK — вы-
сота. 
По ТТП ME ⊥ BC. AK ⊥ ME (по построению). 
Значит, BC ⊥ (AME). Значит, BC ⊥ AK. Значит, AK ⊥ (MBC). 
CK — проекция на плоскость (MBC) наклонной AC. 
MO ⊥ AC и BP ⊥ AC. Значит, AC ⊥ (MBP). Значит, AC ⊥ MB. 
По ТТП CK ⊥ MB ⇒ CF ⊥ MB. 
Значит, K — точка пересечения высот грани MBC. Ч.т.д. 

С-18. 
1. Дано: MABCD — пирамида, ABCD — ромб, AC = 32 см,  
BD = 18 см, грани проходящие через стороны AB и AD основания, 
перпендикулярны к плоскости основания, их общее ребро —  
24 см, K — середина MC. 
Провести плоскость через точки A и K, параллельно BD. 
Найти: Sсеч.. 
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Построение: 
Т.к. грани, проходящие через стороны AB 
и AD основания, перпендикулярны к 
плоскости основания, то MA ⊥ (ABC). 
MA = 24 см. 
Пусть O — точка пересечения диагона-
лей ромба ABCD. 
Пусть P = MO ∩ AK. 
Через точку P проведем прямую EF, па-
раллельную BD. 
EF ∩ MB = E; EF ∩ MD = F; (AEKF) — 
искомое сечение. 

AK ⊥ EF (по ТТП). 

MC = 57610242432 2222 +=+=+ AMAC = 40 см. 

AK =
2
1 MC = 20 см. 

P — точка пересечения медиан в ∆AMC и в ∆BMD. 

Значит, 
3
2

==
MO
MP

BD
EF . EF =

3
2 BD =

3
2 ⋅ 18 = 12 см. 

Sсеч. = 2
1 AK ⋅ EF =

2
1 ⋅ 20 ⋅ 12 = 120 см2. Ответ: 120 см2. 

2. 
Дано: SABC — пирамида, ∆ABC — пря-
моугольный, ∠C = 90°, AC = 10 см,  
BC = 32 см, боковые ребра равнонаклоне-
ны к плоскости основания, SH — высота, 

SH = 12 см, 
3
1

1

1 =
BB

SB . Через B1 проведена 

плоскость (A1B1C1), параллельная ABC. 
Найти: Sб.п. ус.пир.. 

Решение: Т.к. боковые ребра равнонаклонены к плоскости осно-
вания, то H — центр описанной окружности ∆ABC. 
H — середина AB, SK и SM — высоты граней (ACS) и (CSB). 

HK =
2
1 BC = 16 см.  HM =

2
1 AC = 5 см. 

SK = 25614422 +=+ HKSH = 20. 

SM = 2514422 +=+ HMSH = 13 см. 
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AB = 2812102410022 =+=+ CBAC . 

Sбок.пов. полной пирамиды =
2
1 SH ⋅ AB +

2
1 SK ⋅ AC +

2
1 SM ⋅ BC = 

=
2
1 (12 ⋅ 2812 + 10 ⋅ 20 + 13 ⋅ 32) =

2
1 ( 28124 + 200 + 416) = 

= 28112 + 308 = 4( 2813 + 77) см2. 

Sбок.пов. ус.пирамиды =
16
15 Sбок.п.п. = )772813(

4
15

+  см2.  

(т.к. 1 1
4

SB
SB

= , то 1 1 1
16

SC B

SCB

S
S

= ). 

Ответ: )772813(
4

15
+  см2. 

С-19. 
1. 
Дано: ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — пра-
вильная призма, O1 — центр верхнего 
основания. 
1) Найти: а) векторы, противоположно 
направленные 11FO  с началом и кон-
цом в вершинах призмы;  
б) векторы, имеющие длины, равные 

|| FC , началом и концом в вершинах 
призмы. 
2) От точки A1 отложить векторы, равные векторам DB1  и OE . 
Решение: 
1) 
а) Т.к. A1B1C1D1E1F1 — правильный шестиугольник, то A1B1 || 
F1C1 || E1D1. 
Значит, векторы, противоположно направленные вектору 11FO : 

11BA ; 11CF ; 11DE ; AB ; FC ; ED . 
б) Т.к. ABCDEF — правильный шестиугольник, то AD = FC = BE. 
Значит, имеющие равные FC  длины: 
CF ; BE ; EB ; AD ; DA ; 11CF ; 11FC ; 11DA ; 11 AD ; 11EB ; 11BE . 
2) Т.к. A1B1 = ED и A1B1 || ED, то A1B1DE — параллелограмм. 

B
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Значит, A1E = B1D и A1E || B1D.  Значит, EA1 = DB1 . 

BE || A1F1, BE = 2A1F1. Значит, 1 1A F
uuuur

=
2
1 BE = OE . 

Ответ: 1) а) 11CF ; FC ; 11BA ; 11DE ; AB ; б) CF ; AD ; DA ; BE ; 

EB ; 11FC ; 11CF ; 11DA ; 11 AD ; 11EB ; 11BE ; 2) EA1  и 1 1A F
uuuur

. 

С-20. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед. 
Представить вектор DB

uuur
 как ал-

гебраическую сумму векторов 

1DA , 1DB , 1DC . 

Решение: CBDCDB += = 11BA + 11BC = 1DB – 1DA + 1DB – 1DC = 

= 2 1DB – 1DA – 1DC . 

Ответ: 2 1DB – 1DA – 1DC . 
2. Дано: EABCDF — правильный октаэдр, 
KE + KA + KB + KC + KD + KF = 0 . 
Найти: точку K. 
Решение: Очевидно — это центр октаэдра. 
Ответ: центр октаэдра. 

С-21. 
1. 

Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед, ∠A1AD = ∠A1AB,  
AD = a, AB = b, a > b, AA1 = c, 
A1M — высота, AM ∩ BC = P. 
Выразить вектор 1A P

uuuur
 через еди-

ничные векторы 1e , 2e  и 3e , отложенные от вершины и сона-

правленные соответственно с векторами AD ; AB ; 1AA . 
Решение: 
Т.к. ∠A1AD = ∠A1AB, то AP — биссектриса угла ∠BAD. 
Т.к. AD || BC, то ∠BPA = ∠PAD = ∠BAP. 
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Значит, ∆BAP — равнобедренный. 
Значит, AB = BP = b. 

1111 AAAD
a
bABAABPABAAAPPA −+=−+=−= =  

= b 1e + b 2e – c 3e . Ответ: b 1e + b 2e – c 3e . 
2. 
Дано: ∆ABC, E ∈ AB, F ∈ BC, 

2
3

==
FB
CF

EB
AE , O ∉ (ABC), mOE

r
= , 

pOA
r

= , kOC
r

= . 

Выразить вектор OF  через векторы m
r , p

r , k
r

. 
Решение: 

Т.к. 
FB
CF

EB
AE

= , то 
5
2

==
CB
BF

AB
BE  и ∠B — общий. 

Значит, ∆ABC ∼  ∆EBF.  Значит, 
5
2

=
AC
EF . 

OF = )(
5
2

5
2 OAOCOEACOEEFOE −+=+=+ = pkm

rrr

5
2

5
2

−+ . 

Ответ: pkm
rrr

5
2

5
2

−+ . 

С-22. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед, M ∈ BD, N ∈ B1C, 
MN || AC1. 

Найти: 
MD
BM  — ? 

NC
NB1  — ? 

Решение: Пусть 
MD
BM =

b
a , 

NC
NB1 =

d
c . 

1CB
dc

dDCBD
ba

bCNDCMDMN
+

++
+

=++= = 

= )()( 11 ADAA
dc

dABABAD
ba

b
−

+
++−

+
= 

= 111 AA
dc

dAB
ba

bAD
dc

d
ba

b
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
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11 AAABADAC ++=  

Т.к. MN || AC, то 1ACkMN ⋅= = 1AAkABkADk ++  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

=
+

−

=
+

−
+

k
dc

d

k
ba

b

k
dc

d
ba

b

1 ; 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

=

=
+

k
dc

d

k

k
ba

b

3
1

2

; 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=
+

=
+

3
1

3
1
3
2

k

dc
d

ba
b

; 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=+

=+

3
1

31

2
31

k

d
c
b
a

; 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

3
1
1
2
2
1

k

d
c
b
a

. 

Ответ: 
MD
BM =

2
1 ; 

NC
NB1 =

1
2 . 

2. 
Дано: точки A, B, C и D, A ∉ BC, O — про-
извольная точка пространства. 
Доказать: если точки лежат в одной плоско-
сти, то OCzOByOAxOD ++= , x + y + z = 1. 
Доказательство: 

CByCAxCD ⋅+⋅= ;  OCODCD −= ; 

OCOACA −= ; OCOBCB −= ; 
OCyOByOCxOAxOCOD ⋅−⋅+⋅−⋅=− ; 

OCyxOByOAxOD )1( −−+⋅+⋅= = OCzOByOAx ⋅+⋅+⋅ , 
где x + y + z = 1. Ч.т.д. 

С-23. 
Дано: MABCD — пирамида, ABCD — 
квадрат, AB = BC = CD = AD = a, ∆MAB 
— правильный, (MAB) ⊥ (ABC). 
Найти: 1) Sб.п.; 
2) площадь сечения, проведенного через 
середину ребра MD перпендикулярно 
плоскости основания и параллельно AB; 
3) ∠((AMB), (DMC)); 

4) угол между MD и плоскостью сечения; 
5) H — точка пересечения диагоналей сечения. Разложить вектор 
AH  по векторам AB , AD  и AM ; 

6) ρ(BC, MD). 
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Решение: 
1) Т.к.∆MAB — правильный, то ∆MAD и ∆MBC — равные равно-
бедренные прямоугольные треугольники. 

Пусть MO — высота, MO =
2

3a . 

OE ⊥ CD. По ТТП ME ⊥ CD. 

ME =
2

7
4
3 2222 aaaOEMO =+=+ . 

Тогда Sб.п. = 2
1 MO ⋅ AB + 2 ⋅

2
1 AM ⋅ AD +

2
1 ME ⋅ CD = 

=
2

7
2
1

2
12

4
3 2

2 aaaa
⋅⋅+⋅+ = )473(

4

2
++

a . 

2) P — середина MD. 
Т.к. плоскость сечения перпендикулярна плоскости основания и 
параллельна AB, то она параллельна плоскости (MAB). 
Через точку P в плоскости (MAD) проведем прямую PF, 
параллельную AM. 
PF ∩ AD = F. 
Через точку F проведем прямую FK, параллельную AB. 
FK ∩ BC = K. 
Через точку P проведем прямую PT, параллельную FK. 
PT ∩ MC = T. 
(PFKT) — искомое сечение. 
PFKT — равнобедренная трапеция, т.к. PT || FK и PF = TK (∆MAD 
= ∆MBC). 

PT — средняя линия ∆DMC: PT =
2
a , FK = a. 

Высота сечения: 
4

3
2
1 aMO = . Sсеч. = 16

33
4

3
22

1 2aaaa =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . 

3) Ребром двугранного угла, образованного плоскостями (AMB) и 
(DMC), будет прямая, проходящая через точку M и параллельная AB. 
Значит, ∠((AMB), (DMC)) = ∠OME. 

tg∠OME=
3

32
3
2
=

⋅
=

a
a

OM
OE . Значит,∠((AMB,(DMC)) = arctg

3
32 . 

4) Т.к. AD ⊥ (AMB), то ∠(AD, (AMB)) = ∠AMD, т.к. (PFK) || (AMB) 
⇒ ∠((PFK), MD) = ∠AMD = 45°. 
5) ∆PHT ∼ ∆FHK (по двум углам). 

StudyPort.ru



 146 

2
1

==
FK
PT

HF
HT . ADACAMAFATAH

2
1

3
1)(

2
1

3
2

3
1

3
2

⋅++⋅=+= = 

= 1 1 1
3 3 6

AM AC AD+ +
uuuur uuur uuur

= ADABADAM
6
1)(

3
1

3
1

+++ = 

= ABADAM
3
1

2
1

3
1

++ . 

6) ρ(BC, MD) = ρ(BC, (AMD)) = BN, где BN — высота ∆AMB. 

BN =
2

3a . 

Ответ: 1) )473(
4

2
++

a ; 2) 
16

33 2a ; 3) arctg
3

32 ; 4) 45°; 

5) AMADAB
3
1

2
1

3
1

++ ; 6) 
2

3a . 
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ 
САМОСТОЯТЕЛЬНЫЕ РАБОТЫ 

ДС-1 

В-1. 
1. Три точки проектируются в плоскость. Сколько при этом мо-
жет получиться точек на плоскости проекции? 
Решение: 
Одна, две или три точки, в зависимости от того, принадлежат ли 
вторая или третья точки прямой, проходящей через первую точку 
перпендикулярно плоскости. 
Ответ: одна, две или три. 
2. Изобразите ромб с перпендикулярами, опущенными из середи-
ны одной из сторон на его диагонали. 
Решение: 
Изображением служит произвольный параллелограмм. Из сере-
дины одной из его сторон провести отрезки до каждой из диаго-
налей, параллельно другой диагонали, т.к. диагонали ромба пер-
пендикулярны. 
3. Изобразите правильный шестиугольник с перпендикуляром, 
опущенным из его центра на одну из его сторон. 
Решение: 
Изображением служит произвольный шестиугольник с попарно 
параллельными сторонами и отрезком, соединяющим его центр с 
серединой одной из сторон. 

В-2. 
1. Что из себя представляют проекции двух параллельных пря-
мых на плоскость? 
Решение: 
Если они перпендикулярны плоскости, то проекцией будут две 
точки, иначе — две прямые, возможно совпадающие. 
Ответ: две параллельные прямые, одна прямая или две точки. 
2. Изобразите равнобедренный треугольник с перпендикуляром, 
опущенным из середины боковой стороны на основание. 
Решение: 
Изображением служит произвольный треугольник с отрезком, 
соединяющим середину одной из сторон с точкой, делящей осно-
вание в отношении 3 : 1, считая от другой боковой стороны. 
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3. Изобразите правильный шестиугольник с перпендикуляром, 
опущенным из его центра на меньшую диагональ. 
Решение: 
Изображением служит произвольный шестиугольник с попарно 
параллельными сторонами, меньшей его диагональю и отрезком, 
соединяющим его центр с серединой этой диагонали. 

В-3. 
1. перечислите свойства прямоугольника, которые сохраняются 
при параллельном проектировании. 
Решение: 
Параллельные прямые остаются параллельными, а равные отрез-
ки остаются равными на этих прямых. 
Сохраняются все свойства прямоугольника как параллелограмма. 
2. Изобразите правильный шестиугольник с биссектрисой одного 
из его внешних углов. 
Решение: 

A1
l

B1 C1

D1

E1F1

O1

M1

 
Биссектриса l параллельна O1M1. 
3. Катеты AC и BC прямоугольного треугольника ABC (∠C = 90°) 
относятся как 2 : 3. Изобразите треугольник вместе с высотой, 
опущенной из вершины прямого угла. 
Решение: 
Изображением служит произвольный треугольник A1B1C1. Так 
как катеты треугольника относятся как 2 : 3, то их проекции на 
гипотенузу относятся как 4 : 9. Поэтому на изображении гипоте-
нузы нужно построить такую точку K1, что A1K1 : K1B1 = 4 : 9. 
Тогда C1K1 — изображение высоты треугольника. 

В-4. 
1. Перечислите свойства ромба, которые сохраняются при парал-
лельном проектировании. 
Решение: 
Параллельные прямые остаются параллельными, а равные отрез-
ки на них остаются равными. 
Ответ: сохраняются все свойства ромба как параллелограмма. 
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2. Изобразите ромб с углом 60° и перпендикуляром, опущенным 
из точки пересечения диагоналей на сторону. 
Решение: 
Пусть ABCD ромб с углом BAD, равным 60°. Тогда треугольник 
ABD правильный и высота BE, опущенная на сторону AD, делит 
ее пополам. Перпендикуляр OF, опущенный из точки пересече-
ния диагоналей O на AD, параллелен BE. Изображением ромба 
служит произвольный параллелограмм A1B1C1D1. Построим ме-
диану B1E1 треугольника A1B1D1 и проводим O1F1 || B1E1; O1F1 — 
искомый перпендикуляр. 
3. Изобразите равнобедренный треугольник ABC, у которого  
AB = BC = 4 и AC = 5, с центром вписанной в треугольник окруж-
ности. 
Решение: 
Центр вписанной в треугольник окружности есть точка пересече-
ния его биссектрис. Пусть произвольный треугольник A1B1C1 есть 
изображение данного треугольника. Медиана B1E1 есть изобра-
жение одной из биссектрис этого треугольника. Чтобы построить 
изображение другой биссектрисы, необходимо на стороне B1C1 
построить такую точку K1, что B1K1 : K1C1 = 4 : 5. Тогда A1K1 — 
изображение второй биссектрисы. Точка их пересечения и есть 
изображение центра вписанной в треугольник окружности. 

В-5. 
1. Что из себя представляют проекции двух скрещивающихся 
прямых на плоскости? 
Решение: 
Если одна из них перпендикулярна плоскости, то проекцией бу-
дут прямая и точка, иначе — две пересекающиеся или параллель-
ные прямые. 
Две пересекающиеся прямые, две параллельные прямые, прямая 
и точка. 
2. Изобразите квадрат ABCD с перпендикуляром, опущенным из 
вершины C на отрезок BE, где E — середина AD. 
Решение: 
Пусть параллелограмм A1B1C1D1 есть изображение данного квад-
рата и E1 — середина A1D1. Пусть F1 — середина A1B1, и C1F1 ∩ 
B1E1 = H1. C1H1 и есть изображение перпендикуляра, опущенного 
из точки C на BE. 
3. Изобразите равнобедренную трапецию ABCD (AD и BC — ос-
нования) с углом при основании 45° и с центром описанной око-
ло нее окружности. 
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Решение: 
Центр описанной окружности лежит в 
точке пересечения серединных перпен-
дикуляров. Один из этих перпендикуля-
ров есть ось симметрии данной трапе-
ции, а другой проходит через основание 
высоты BE этой трапеции. Построение 
показано на рисунке. 

В-6. 
1. Проекции двух прямых на плоскости параллельны. Каково вза-
имной положение самих прямых? 
Решение: 
Из условия следует, что наши прямые лежат в параллельных 
плоскостях. Значит они либо параллельны, либо скрещиваются. 
Ответ: прямые параллельные или скрещивающиеся. 
2. Дано изображение некоторого треугольника и центра его опи-
санной окружности, расположенного внутри треугольника. По-
стройте изображение высот этого треугольника. 

Решение: 
Пусть треугольник A1B1C1 есть 
изображение треугольника ABC и 
O1 — изображение центра опи-
санной окружности. На рисунке 
D1 и E1 — середины сторон B1C1 
и A1B1, Тогда O1D1 и O1E1 — изо-
бражение серединных перпенди-
куляров. В таком случае изобра-

жения высот A1P1 и C1K1 параллельны O1D1 и O1E1. Изображение 
третьей высоты B1T1 проходит через точку H1 пересечения изо-
бражений первых двух высот. 

3. Изобразите равнобедренный треуголь-
ник с квадратом, построенным на его ги-
потенузе (квадрат расположен вне тре-
угольника). 
Решение: 
Пусть A1B1C1 — изображение данного тре-
угольника, проводим A1E1 || C1B1, A1E1 = 

= 2C1B1, D1B1 || A1C1, D1B1 = 2A1C1, тогда A1D1E1B1 — изображе-
ние искомого квадрата. 
 

A1

B1 C1

D1

F1

E1

O1

A1

B1

C1

D1
K1

E1

O1

H1

T1

P1

A1

B1

C1

D1

E1

O1
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ДС-2 

В-1. 
1. Существует ли трехгранный угол с плоскими углами: а) 90°, 
20°, 120°; б) 40°, 30°, 70°? 
Решение: 
а) нет; б) нет, т.к. (один из) наибольший угол должен быть мень-
ше суммы двух других. 
Ответ: а) нет; б) нет. 
2. В трехгранном угле OABC все плоские углы равны 60°.  
Какой угол с плоскостью BOC составляет ребро OA? 
Решение: 
Пусть A проецируется в т. H и HK ⊥ BC 
⇒ AK ⊥ BC. Пусть HK = x ⇒ OH = 2x, 
OK = 3 x. 
Т.к. ∠AOK = 60°, то OA = 32 x ⇒  

⇒ ∠AOH = arccos
3

1 . 

Ответ: arccos
3

1 . 

3. Плоские углы трехгранного угла равны 45°, 60° и 90°. Найдите 
двугранный угол, лежащий против плоского угла в 60°. 
Решение: 
По теореме косинусов для трехгранного угла: 

cos60° = cos45°cos90° + sin45°sin90°cosx ⇒ cosx = 2
2

 ⇒ 

⇒ cosx =
2

1  ⇒ x = 45°. 

Ответ: 45°. 

В-2. 
1. Существует ли трехгранный угол с плоскими углами: а) 100°, 
150°, 110°; б) 60°, 90°, 120°? 
Решение: 
а) нет, т.к. их сумма 360°; б) да. 
2. В трехгранном угле OABC ∠AOC = ∠AOB, ∠BOC = 90°. Ребро 
OA составляет с плоскостью противолежащего плоского угла 
угол 45°. Найдите равные плоские углы. 

A

H

C

B

K

O
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Решение:  
Пусть A проецируется в т. H, тогда OH — биссектриса, AH=OH = 

= x ⇒ HK = x
2
2 = OK ⇒ ∠AOK = arccos

x

x

2
2
2

= arccos
2
1 = 60°. 

A

H

C

B

K

O

 
Ответ: 60°. 
3. В трехгранном угле плоские углы равны 120°, 120° и 90°. Най-
дите двугранный угол, лежащий против меньшего плоского угла. 
Решение: 
По теореме косинусов для трехгранного угла: cos90° = cos2120° + 

+ sin2120°cosx ⇒ 0 =
4
1 +

4
3 cosx ⇒ x = arccos ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1 . 

Ответ: arccos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1 . 

В-3. 
1. В трехгранном угле два плоских угла равны 110° и 100°. В ка-
ких границах может находиться третий плоский угол? 
Решение: 
Пусть x — величина третьего плоского угла. Исходя из свойств 
плоских углов трехгранного угла, имеем: 
x > 10°,  x < 210°,  x + 100° + 110° < 360°. 
Отсюда 10° < x < 150°. 
Ответ: 10° < x < 150°. 
2. В пирамиде DABC ∠DAC = ∠DAB = 30°. Двугранный угол при 
ребре AD равен 90°, DC ⊥ AC и DB ⊥ AB, DC = DB = 20. Найдите 
площадь грани BDC. 
Решение: 
Рассмотрим трехгранный угол DABC, у которого два плоских 
угла ADC и ADB равны 60°. Двугранный угол с ребром AD равен 
90°. Тогда по теореме косинусов 

cos∠BDC = cos260° + sin260° ⋅ cos90° =
4
1 . 
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SBDC = 1550
4
15200

16
11400

2
1

==−⋅ . 

Ответ: 1550 . 
3. Плоские углы трехгранного угла равны 60°, 60° и 90°. Если 
сечение этого угла плоскостью, перпендикулярной к грани с наи-
большим плоским углом, имеет форму равнобедренного тре-
угольника (основание треугольника лежит в плоскости прямого 
угла), то секущая плоскость отсекает на ребрах трехгранного угла 
равные отрезки. Докажите. 
Доказательство: 
Рассмотрим трехгранный угол OABC, у которого 
∠AOB = ∠AOC = 60°, ∠BOC = 90°. 
Плоскость BAC перпендикулярна плоскости BOC и AB = AC. То-
гда перпендикуляр AM, опущенный из точки A на плоскость BOC, 
попадет в точку M — середину BC, т.е. в центр описанной около 
прямоугольного треугольника BOC окружности. Отсюда следует, 
что MB = MC = MO.  
Так как ∠AOC = ∠AOB = 60°, ∠(OMB, AMB) = 90° ∠BOM =  
= ∠COM = 45° ⇒ по теореме косинусов ∠AOM = 45° ⇒ AO =  
= OB = OC, что и требовалось доказать. 

В-4. 
1. В каких границах могут изменяться плоские углы при стороне 
основания правильной пятиугольной пирамиды? 
Решение: 
Плоские углы при вершине изменяются в пределах 

3600 72
5
°

< α < = ° , ⇒ при стороне основания в пределах 

180 90
2

x° − α
< < ° , т.е. 54° < x < 90°. 

2. В пирамиде DABC ∠DAC = ∠DAB = 60°. Двугранный угол при 
ребре AD равен 120°, DC ⊥ AC, DB ⊥ AB, BC = 39 . Найдите ра-
диус окружности, описанной около треугольника BDC. 
Решение: 

По теореме косинусов: cos∠BDC =
8
5

2
1

4
1

4
3

=⋅−  ⇒  

⇒ sin∠BDC =
8
39  и R =

392
839

sin2 ⋅

⋅
=

∠BDC
BC = 4. Ответ: 4. 
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3. Плоские углы трехгранного угла 60°, 60° и 90°. Докажите, что 
плоскость, отсекающая от ребер три равных отрезка, перпенди-
кулярна плоскости прямого угла. 
Доказательство: 
Т.к. AO = BO = OC и ∠AOB = ∠AOC = 60°, то AO = AB = AC ⇒ A 
проецируется в центр описанной окружности около прямоуголь-
ного треугольника OBC, т.е. на середину BC ⇒ ABC ⊥ BOC. 

В-5. 
1. Докажите, что в трехгранном угле против равных плоских уг-
лов лежат равные двугранные углы. 
Доказательство: 
Это очевидным образом следует из симметричности теоремы 
косинусов относительно входящих в нее плоских углов. 
2. В наклонной треугольной призме ABCA1B1C1 ∠A1AC = 45°, 
∠A1AB = 60°, ∠BAC = 90°, AC = 6 , AB = 32 , AA1 = 5.  
Найти: Sбок.. 
Решение: 
Построим перпендикулярное сечение призмы A2B2C2; 

A2C2 = AC ⋅ sin45° = 3
2

16 =⋅ , A2B2 = AB ⋅ sin60° = 

= 3
2
332 =⋅ . Угол B2A2C2 находим, используя теорему косину-

сов для трехгранного угла. Имеем: 
cos90° = cos45° ⋅ cos60° + sin45° ⋅ cos60° ⋅ cos∠B2A2C2; 

4
6

4
2
+ cos∠B2A2C2 = 0;  cos∠B2A2C2 =

3
1

− . 

Сторону B2C2 находим по теореме косинусов. 

B2C2 = 23
3

133239 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅−+ , 

)613(32333
222

++=++=CBAP . 

Sбок. = )613(35 ++ .   

Ответ: )136(35 ++ . 
3. Основанием пирамиды MABCD служит квадрат со стороной a. 
Грань MAB — правильный треугольник, плоскость которого пер-
пендикулярна плоскости основания. Найдите двугранный угол 
при ребре MD.  

StudyPort.ru



 155

Решение: 
Необходимо рассмотреть трехгранный угол DAMC, у которого 

∠MDA = 45°, ∠ADC = 90° и cos∠MDC =
22

1 .  

Пусть искомый двугранный угол — α.  

Тогда cos90° = cos45°
22

1 + sin45°
22

7 cosα. 

Отсюда cosα =
7

1
−  и α = arccos ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

7
1 ≈ 112°12′. 

Ответ: arccos ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

7
1 ≈ 112°12′. 

В-6. 
1. Докажите, что в трехгранном угле против равных двугранных 
углов лежат равные плоские углы. 
Доказательство: 
Следует из теоремы косинусов для трехгранного угла. 
2.В правильной четырехугольной пирамиде двугранный угол при 
боковом ребре равен 120°, а высота боковой грани m. Найдите 
площадь боковой поверхности пирамиды. 
Решение: 
Рассмотрим правильную пирамиду MABCD. В трехгранном угле 
CMBD один плоский угол BCD прямой, а два других — MCD и 
MCB обозначим за α. Двугранный угол при ребре MC равен 120°. 
Тогда по теореме косинусов имеем: 
cos90° = cos2α + sin2α ⋅ cos120°. 
Отсюда tg2α = 2. Пусть MK — высота боковой грани DMC. Тогда 

KC = m ⋅ ctgα =
2

m . 

В таком случае сторона основания равна 2m . 

Sбок. = 2
1 Pосн. ⋅ MK = 2222 2mmm =⋅ . 

Ответ: 22 2m . 
3. Основанием пирамиды MABCD служит квадрат со стороной a. 
Ребро MB равно a и перпендикулярно плоскости основания.  
Найдите величину двугранного угла с ребром MD. 
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Решение: 
Необходимо рассмотреть трехгранный угол DAMC, у которого 

cos∠MDA = cos∠MDC =
3

1 , ∠ADC = 90°. Пусть α — величина 

искомого двугранного угла.  

Тогда cos90° =
3

1 ⋅
3

1 +
3
2 ⋅

3
2 cosα. 

Отсюда cosα =
2
1

−  и α = 120°. 

Ответ: 120°. 
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КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ 

К-1 

В-1. 
1. Дано: A, C, M, P ∈ α; B ∉ α. 
Построить: MP ∩ ABC. 
Построение: 
Проведите прямую AC, а также MP. Точка их пересечения — ис-
комая, т.к. AC ∈ ABC. 
2. Дано: ∆ABC и ∆ADC — лежат в разных 
плоскостях, E ∈ AB, F ∈ BC, EF || ADC,  
P и K — середины AD и DC соответст-
венно, ∠ABC = 40°, ∠BCA = 80°. 
Доказать: EF || PK. 
Найти: ∠(PK, AB), найти их расположе-
ние. 
Решение: 
1) EF и AC лежат в одной плоскости и EF || ACD ⇒ EF || AC.  
PK — средняя линия ∆ADC ⇒ PK || AC ⇒ EF || PK. 
2) PK и AB скрещиваются, т.к. PK ∈ ADC, AB ∩ ADC = A ∉ PK 
т.к. AC || PK, то ∠(PK, AB) = ∠(AC, AB) = ∠BAC 
∠BAC = 180° – 40° – 80° = 60°. 
Ответ: 60°. 
3. Дано: α ∩ β = m, a ⊂ α. 
Найти: взаимное расположение a и β. 
Решение: Либо пересекаются, либо параллельны, т.к. a с m либо 
пересекаются, либо параллельны ей. 
Ответ: либо пересекаются, либо параллельны. 
4. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — куб,  
E ∈ AA1, F ∈ DD1, M ∈ CC1. 
Построить: EFM ∩ α. 
Построение: 
FM и CD лежат в одной плоскости. 
FE и AD лежат в одной плоскости. 
FM ∩ CD = Х, т.к. CD ∈ α, то Х ∈ α. 
FE ∩ AD = У, т.к. AD ∈ α, то У ∈ α. 
ХУ искомая прямая. 
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В-2. 
1. 
Дано: A, B ∈ α, C ∈ β. 
Построить: ABC ∩ α, ABC ∩ β. 
Построение: 
Пусть AB ∩ m = D, тогда BD = ABC ∩ α 
и CD = ABC ∩ β. 
 

2. 
Дано: ∆ABC и ∆DCE лежат в разных плос-
костях, AB || DE, F ∈ CE, ∠FED = 60°, 
∠DFE = 100°. 
Построить: ABC ∩ DCE. 
Найти: взаимное расположение AB и DF; 
∠(AB, DF). 
Решение: 

1) Прямая, проходящая через C параллельно AB и DE. 
2) Т.к. AB || DE и DF ∩ DE, то AB и DF скрещиваются, т.к. AB || 
DE, то ⊂(AB, DF) = ∠FDE. 
∠FDE = 180° – 100° – 60° = 20° 
Ответ: 20°. 
3. 
Дано: a || α, M ∈ α, c ⊂ α, M ∉ c, M ∈ b, b || a. 
Найти: взаимное расположение b и c. 
Решение: 
Очевидно, либо пересекаются, либо параллельны, т.к. прямая c 
может быть как параллельна, так и не параллельна a. 
Ответ: либо пересекаются, либо параллельны. 
4. 

Дано: α ∩ β = m, AB ∈ α, CD ∈ β. 
Найти: что нужно изменить в условии, чтобы EF 
и MK могли быть параллельными. 
Решение: 
Очевидно, совместить точки B и C в одну, тогда 
прямые EF и MK будут лежать в одной плоско-
сти и ⇒ могут быть параллельны, или если AB || 
CD, то EF и MK могут быть параллельны, т.к. 

будут лежать в одной плоскости. 
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В-3. 
1. Дано: A, C, E, F ∈ α, B ∉ α. 
Построить: EF ∩ ABC = ? 
Построение: Проведите AC и EF, пусть они пересекаются в  
т. D ⇒ она искомая. 
2. 
Дано: трапеция ABCD (AD || BC), ∆AED не ле-
жит с ней в одной плоскости, M ∈ AE, P ∈ DE, 
MP || ABC, ∠ABC = 110°. 
1) Доказать: MP || BC. 
2) Найти: взаимное расположение MP и AB, 
∠(MP, AB). 
Решение: Т.к. MP || ABC, MP и AD лежат в одной плоскости, то 
MP || AD ⇒ MP || BC. MP || AD и AD ∩ AB ⇒ MP и AB — скрещи-
ваются и ∠(MP, AB) = ∠(AD, AB) = 180° – ∠ABC = 70°. 
Ответ: скрещиваются; 70°. 
3. Дано: α ∩ β = m, a ⊂ α, b ⊂ β. 
Найти: взаимное расположение a и b. 
Решение: Могут пересекаться, быть параллельными или скрещи-
вающимися. 
4. Дано: ABCDA1B1C1D1 — куб, M ∈ AA1, P ∈ D1D, K ∈ C1C. 
Построить: MPK ∩ A1B1C1. 
Построение: PK и D1C1 лежат в одной плоскости. 
PM и A1D1 лежат в одной плоскости. 
PM ∩ D1A1 = X, т.к. A1D1 ⊂ A1B1C1 ⇒ X ∈ A1B1C1. 
PK ∩ D1C1 = Y, т.к. D1C1 ⊂ A1B1C1 ⇒ Y ∈ A1B1C1. 
XY — искомая прямая. 

В-4. 
1. Дано: E, F, ∈ β, M ∈ α, α ∩ β = m. 
Построить: EMF ∩ α. EMF ∩ β. 
Построение:  
Пусть EF ∩ m = D ⇒ MD = α ∩ EMF, а DF = β ∩ EMF. 
2. 
Дано: ABCD — трапеция, (AD || BC), 
AD ∈ α, BE || CF, E, F ∈ α,  
∠ABC = 150°. 
1) Доказать: BCFE — параллелограмм. 
2) Найти: взаимное расположение EF 
и AB, ∠(EF, AB). 
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Решение: 
Предположим, EF не параллельна AD, тогда т.к. BC || AD, то BE и 
CF — скрещиваются, а по условию они параллельны ⇒ противо-
речие ⇒ EF || AD ⇒ EF || BC ⇒ BCFE — параллелограмм ⇒ EF и 
AB — скрещиваются, а ∠(EF, DB) = ∠(BC, AB); т.к. ∠ABC = 150°, 
то ∠(BC, AB) = 180°–150° = 30°, т.к. угол между прямыми лежит 
в промежутке между 0 и 90°, включая концы. 
Ответ: 30°. 
3. Дано: AB ∉ α, CD ∈ α. 
Найти: можно ли утверждать, что ABCD — параллелограмм? 
Решение: Нет, т.к. параллелограмм — плоская фигура, а отрезки 
AB и CD могут скрещиваться. 
Ответ: нет. 

4. Дано: AB ∈ α, CD ∈ β, α ∩ β = m. 
Найти: что нужно изменить в условии, чтобы AC 
и BD могли пересекаться. 
Решение:. 
AC и BD — скрещиваются. Они могут пересе-
каться, если AB и CD пересекаются или AB || CD, 
тогда AC и BD будут лежать в одной плоскости и 
также могут пересекаться. 

Ответ: либо AB || CD, либо AB ∩ CD ≠ ∅. 

К-2 
В-1. 
1. 

Дано: ABCD и ADFE — парал-
лелограммы, лежащие в разных 
плоскостях, m || BC,  
m ∩ ABE = H, m ∩CDF = P. 
Доказать: HPFE — параллело-
грамм. 
Доказательство: 
m || BC⇒HP || BC ⇒ HP || AD ⇒ 
⇒HP||FE. Т.к. AB||CD и AE || DF 

и AB ∩ AE и CD ∩ DF, то ABE || CDF. 
Т.к. HP || EF и они заключены между параллельными плоскостя-
ми, то HP = EF ⇒ HPFE — параллелограмм. 
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2. 
Дано: a ∩  α = A, a ∩ β = B,  
a1 ∩ α = A1. 
Построить: a1 ∩ β. 
Построение: 
Проведите AA1. Проведите BB1 || AA1, 
BB1 ∩ a1 = B1 ⇒ B1 — искомая. 
 
3. 
Дано: DABC— тетраэдр, ∠DBA=∠DBC= 90°, 
DB = 6, AB = BC = 8, AC = 12. 
Построить: сечение плоскостью, проходя-
щей через середину DB параллельно ADC. 
Найти: Sсеч. 
Решение: 
Пусть FD=FB. Проводим FE||DC, EG || AC ⇒ 
⇒ FEG — искомое сечение. DB ⊥ ACB ⇒ 
⇒ DB⊥BH (DH⊥AC)⇒ по теореме Пифагора 

DH = )68(6 222 −+ = 8 ⇒ S(ADC) =
2
1 ⋅ 12 ⋅ 2 = 48 ⇒ 

⇒ S(FEG) =
4
1 S(ADC) = 12. 

Ответ: 12. 
4. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, a — 
прямая в плоскости ABC, E ∈ AD, F ∈ C1C. 
Построить: сечение плоскостью, проходящей 
через точки E и F, параллельно прямой a. 
Построение: 
Т.к. не задано сколько-нибудь конкретного 
положения точки E и F, а также направления 
прямой a, возможно несколько видов сечений: 
от четырехугольников до шестиугольников. 
Здесь будет разобран самый общий случай 
шестиугольного сечения. 
Проводим EG || a, G ∈ DC; GF до пересечения с D1C1 в т. H;  
HI || a (HI ∩ B1C1 = I, HI ∩ A1B1 = K); KL || FG; LE ⇒ EGFIKL — 
искомое сечение. 
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В-2. 
1. 
Дано: ∆ABC ∉ α, AA1 || α, BB1 || α, AA1, BB1 — 
медианы, BE || CF, E, F ∈ α. 
Доказать: ECBF — параллелограмм. 
Доказательство: 
Т.к. AA1 || α, BB1 || α и A1A ∩ B1B, то ABC || α ⇒ 
⇒ BE и CF — отрезки параллельных прямых, 
заключенных между параллельными плоскостя-
ми ⇒ BE = CF ⇒ BCFE — параллелограмм. 

2. 
Дано: α || β, a ∩ α = A, a ∩ β = B, b ∩ α = C,  
b ∩ β = D. 
Найти: взаимное расположение прямых a и b. 
Решение: 
Т.к. AC и BD — скрещиваются, то скрещиваются 
и AB с CD. 
Ответ: скрещиваются. 
 
 

3. 
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Дано: ABCDA1B1C1D1 — куб со стороной a, F — середина AD. 
Через F параллельно DA1B1 проведено сечение. 
Найти: его периметр. 
Решение: 
Проводим FG || A1D, GH || DC, HI || FG, FI ⇒ FGHI — искомое 
сечение. 

FI = GH = a, FG = HI =
2
2

44

22 aaa
=+  ⇒ 

⇒ P = a + a + a2 = 2a + a2 . 
Ответ: 2 2a a+ . 
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4. 
Дано: MABC — тетраэдр,  
K ∈ MB, a ⊂ ABC. 
Провести: сечение через т. C и K 
параллельно a. 
Построение: 
Соединяем CK. Проводим CF 
параллельно a до пересечения с 
AB в т. F. FK ∩ AM = H ⇒ HKC 
— искомое сечение. Это для слу-
чая, если F лежит левее т. A, для 
случая, когда лежит между A и B 
или правее т. B, решение аналогичное. 

В-3. 
1. 
Дано: ABCD, EBCF — прямоугольники, 
лежащие в разных плоскостях, a || AD,  
a ∩ ABE = P, a ∩ DCF = H. 
Доказать: PHCB — параллелограмм. 
Доказательство: 
AB || DC, BE || CF, AB ∩ BE, DC ∩ CF ⇒ 
ABE || DCF ⇒ PH и BC — отрезки двух 
параллельных прямых (т.к. PH || AD и  
AD || BC, то PH || BC), заключенных между параллельными плос-
костями ⇒ PH = BC ⇒ PHCB — параллелограмм. 
2. 
Дано: α || β, a ∩ b = M, a ∩ α = A, a ∩ β = B,  
b ∩ β = D. 
Построить: b ∩ α — ? 
Построение: 
Строим AF || BD, AF ∩ b = F ⇒ F — искомая. 
 
3. 
Дано: DABC — тетраэдр, AM = CM,  
∠DBM = 90°, DB = 6, DM = 10. 
Построить: сечение, проходящее через сере-
дину DC, параллельно DMB. 
Найти: площадь сечения. 
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Решение: 
CP = PD. Проводим PQ || DM, QR || MB, RP ⇒ PQR — искомое 
сечение.  

S(BMD) = 361006
2
1

−⋅⋅ = 24 ⇒ Sсеч. = 4
1 ⋅ 24 = 6,  

т.к. ∆PQR ∼ ∆DMB с коэффициентом 
2
1 . 

Ответ: 6. 
4. Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллеле-
пипед, E ∈ AB, P ∈ D1C1, a — прямая. 
Построить: сечение, проходящее через 
т. P и E, параллельно прямой a. 
Решение: 
Проводим: EG || a, G ∈ AD. 
Проводим: PQ || a, Q ∈ B1C1. 
Продляем EG, EG ∩ CD = R. 
EG ∩ BC = K, QK ∩ BD1 = T 
PR ∩ DD1 = M 
PMGETQ — искомое сечение. 

В-4. 
1. Дано: ABCD — трапеция, AD || BC, 
AC || α, BD || α, AE || BF, E ∈ α,  
F ∈ α. 
Доказать: ABFE — параллелограмм. 
Доказательство: 
Т.к. AC || α, BD || α и AC ∩ BD, то  
ABC || α ⇒ AE и BF — отрезки двух 
параллельных прямых, заключенных 

между двумя параллельными плоскостями ⇒ AE = BF ⇒ ABFE 
— параллелограмм. Ч.т.д. 

2. 
Дано: α || β, a ∩ α = A, a ∩ β = B, b ∩ α = C,  
b ∩ β = D. 
Найти: взаимное расположение a и b. 
Решение: 
Т.к. AC не параллельна BD, то AB и CD лежат 
в разных плоскостях ⇒ они скрещиваются. 

Ответ: скрещиваются. 
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3. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед 
с прямоугольными гранями, AD = 4,  
DC = 8, C1C = 6, DP = PC. 
Построить: сечение, проходящее через 
т. P, параллельное AB1C1. 
Найти: его периметр. 
Решение: 
Проводим PQ || AD, QR || AB1, RS || AD, и SP.  
Очевидно, PQRS — искомое сечение. 

P = 2 ⋅ 4 + 2 ⋅
22

2
6

2
8

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ = 8 + 2 ⋅ 25 = 18. 

Ответ: 18. 
4. 
Дано: DABC — тетраэдр. M ∈ AD,  
a ⊂ (ABC) = α. 
Построить сечение тетраэдра плоскостью, 
проходящей через точки C и M параллельно 
прямой a. 
Построение CF || a, F ∈ AB.  
FM ∩ DB = G1 ⇒ GMC — искомое сечение. 

К-3 

В-1. 
1. 
Дано: KABC — тетраэдр, KB ⊥ ABC,  
KB = 65 , AC = BC = 10, ∠BAC = 30°. 
Найти: Р(K, AC). 
Решение: 
∠C = 120° ⇒ AB2 = 2AC2(1 – cos120°) = 

= 200 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
11 = 300 ⇒ AB = 310 . 

KH ⊥ AC ⇒ BH ⊥ AC ⇒ BH =  
= AB ⋅ sin30° = 35  ⇒ 

⇒ KH = 2 2(5 6) (5 3) 25(6 3) 15+ = + = . 
Ответ: 15. 
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2. 
Дано: MABC — тетраэдр, AC = CB = 4,  
∠C = 90°, MA = MB = MC, р(M, ABC) = 32 . 
Доказать: AMB ⊥ ABC. 
Найти: ∠(BMC, ABC), ∠(MC, ABC). 
Решение: 
Т.к. M равноудалена от вершин, то она про-

ецируется в центр описанной окружности, т.е. в середину AB. 
Пусть это будет т. H, тогда MHC — линейный угол двугранного 
угла между ABC и AMB ⇒ они перпендикулярны. Пусть HK ⊥ CB 
⇒ MK ⊥ BC (по теореме о трех перпендикулярах). 

HK =
2
1 AC = 2 ⇒ ∠MKH = arctg

2
32 = 60° = ∠(BMC, ABC) 

∠(MC, ABC) = ∠MCH = arctg MH
HC

= arctg
22
32

= 3arctg
2

. 

Ответ: 60°, 3arctg
2

. 

3. Дано: MABC — тетраэдр, AC = CB = 4,  
∠C = 90°, MA = MB = MC, р(M, ABC) = 32 . 
Найти: р(E, BMC), где E — середина AC. 
Решение: 
р(E, BMC) = HF ⋅ sin∠(ABC, BMC) =  

= EC ⋅ sin∠(ABC, BMC) =2 ⋅
2
3 = 3 . 

Ответ: 3 . 

В-2. 
1. Дано: ∆ABC, AC = BC = 8, α ⊂ AC,  
р(α, B) = 4, ∠ABC = 22°30′. 
Найти: ∠(ABC< α). 
Решение: Проведем BH ⊥ AC и HK ⊥ AC, 
K ∈ α. Опустим BF ⊥ HK, F ∈ HK.  
По теореме о трех перпендикулярах  
FB ⊥ AC ⇒ BF ⊥ α ⇒ BF = 4. 
∠C = 180° – 22°30′ – 22°30′ = 135° ⇒ 

⇒ S(ABC) =
2
1 ⋅ 8 ⋅ 8 ⋅ sin135° =32 ⋅

2
2 = 216  ⇒ 
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⇒ BH = 2 32 2
8 8
S
=  ⇒ BH = 24  ⇒ 

⇒ ∠FHB = arcsin
BH
BF = arcsin

2
1 = 45°. Ответ: 45°. 

2. 
Дано: ABCD — квадрат, AB = 4 см,  
AMB ⊥ ABC, AM = MB = 62 см. 
Доказать: BC ⊥ AM. 
Найти: ∠(MC, ABC). 
Решение: 
Проведем MH ⊥ AB ⇒ MH ⊥ ABC (т.к. MH ⊥ BC) ⇒ AM ⊥ BC по 
теореме о трех перпендикулярах. Ч.т.д. 

MH ⊥ CH. CH = 5224 22 =+ . 

S(AMB) = 54424222)262)(262( =−=⋅⋅−+  ⇒ 

⇒ MH = 522
=

AB
S  ⇒ ∠MCH = arctg

CH
MH = arctg1 = 45°. 

Ответ: 45°. 
3. Дано: ABCD — квадрат, AB = 4 см, AMB ⊥ ABC,  
AM = MB = 62 см. 
Найти: р(A, DMC). 
Решение: ∆ABC — равнобедренный ⇒ ∆MDC — равнобедренный. 
MK ⊥ DC. HF ⊥ MK ⇒ HF ⊥ MDC по теореме о трех 
перпендикулярах ⇒ р(A, MDC) = HF. MK = 20 16+ = 6. 

HF =
3

54
6

452)(2
=

⋅
=

MK
MKHS .  Ответ: 4 5

3
см. 

В-3. 
1. Дано: ABCD — ромб, AB = 4 см,  
BM ⊥ ABC, BM = 32 см, ∠ADC = 150°. 
Найти: ρ(M, AD). 
Решение: 
Проводим BH ⊥ AD ⇒ MH ⊥ AD (по 
ТТП), MH = ρ(M, AD) 

S = 4 ⋅ 4 ⋅ sin150° = 8 ⇒ BH =
AD
S = 2 ⇒ MH = 412 + = 4. 

Ответ: 4 см. 
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2. 
Дано: ∆ABC — правильный, AB=4 см, M 
равноудалена от его сторон, ρ(M, ABC)=2 см. 
Доказать: AMO ⊥ BMC. 
Найти: ∠(BMC, ABC), ∠(MC, ABC). 
Решение: 
AH ⊥ BC ⇒ MH ⊥ BC ⇒ CB ⊥ AMO ⇒ 
⇒ AMO ⊥ BMC. Ч.т.д. 

MH = MB ⋅
2
3 = 32  ⇒ OH =

3
1 AH =

3
1 MH =

3
32  ⇒ 

⇒ ∠MHA = arctg

3
32

2 = 60° = ∠(BMC, ABC). 

4
cos30 3

CHCO = =
°

;  ∠MCO =arctg 2 3
4

= arctg
2
3 . 

Ответ: 60°, arctg
2
3 . 

3. 
Дано: ∆ABC — правильный, AB=4 см, M рав-
ноудалена от его сторон, ρ (M, ABC) = 2 см,  
E ∈ AC, AE : EC = 2 : 1. 
Найти: ρ (E, BMC). 
Решение: 
Проведем AK⊥ MH ⇒ AK = AH ⋅ sin∠MHA = 

= 
2
332 ⋅ = 3. 

Очевидно, AK = ρ (A, BMC) = 3ρ (E, BMC) ⇒ ρ (E, BMC) = 1. 
Ответ: 1 см. 

В-4. 
1. Дано: ABCD — ромб, AB = 12 см, 
∠BCD = 30°, α ⊃ AD, ρ (α, BC) = 33  см. 
Найти: ∠(α, ABC). 
Решение: 
BH ⊥ AD. S = 12 ⋅ 12 ⋅ sin30° = 72 ⇒  

⇒ BH =
AD
S = 6. 
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Строим (BHE) ⊥ α и (ABC) (E ∈ α) ⇒ BE = 33  ⇒ 

⇒ ∠EHB = arcsin
6

33 = 60°. Ответ: 60°. 

2. Дано: ∆ABC, AC = BC = 3 см, ∠C = 90°,  
AMC ⊥ ABC, AM = MC = 6 см. 
Доказать: MC ⊥ BC. 
Найти: ∠(MB, ABC). 
Решение: 
Т.к. MAC ⊥ ACB, то прямая MC проецирует-
ся на прямую AC ⇒ по теореме о трех пер-
пендикулярах MC ⊥ CB. Ч.т.д. MH ⊥ AC ⇒ 

⇒ ∠MBH = arcsin
MB
MH = arcsin

69
4
96

+

−
= arcsin

2
1 = 30°. 

Ответ: 30°. 
3. Дано: ∆ABC, AC = BC = 3 см, ∠C = 90°, 
AMC ⊥ ABC, AM = MC = 6 см,  
E — середина AB. 
Найти: р(E, BMC). 
Решение: р(A, BMC) = AK, AK ⊥ MC,  

AK =
4
103

6
4
963
=

−⋅
. 

Т.к. E — середина AB, то р(E, BMC) =
2
1 р(A, BMC) =

8
103 . 

Ответ: 
8
103 см. 

К-4 
В-1. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой парал-
лелепипед, ABCD — ромб, ∠BAD = 60°, 
AB = a, ∠(BCD, BC1D) = 60°. 
Найти: Sполн.. 
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Решение: 
Пусть O — точка пересечения диагоналей ромба, тогда 

∠(BCD, BC1D)=∠C1OC = 60° ⇒ C1C = OC ⋅ tg60° =
2
1 AC ⋅ tg60° = 

= 2 2 21 2 cos120
2

a a a+ − ° ⋅tg60°= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
112

2
1 a ⋅ tg60° = 33

2
1

⋅a = 

=
2

3a  ⇒ Sполн. = 4 ⋅
2

3a ⋅ a + 2 ⋅ a2sin60° = 6a2 + 3 a2. 

Ответ: 6a2 + 3 a2. 
2. 
Дано: DABC — тетраэдр, высота равна 5, 
∠ACB = 90°, ∠BAC = 30°, CB = 10, боковые 
ребра равнонаклонены к плоскости основа-
ния. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 

Т.к. ребра равнонаклонены, то D проецируется в центр описанной 
окружности, т.е. в середину AB. Пусть это будет т. H. 
AB = 20, AC = 310 . HK ⊥ AC, HL ⊥ BC. 
HK = AH ⋅ sin30° = 5; HL = HB ⋅ sin60° = 35 . 
DK = 252525 =+ ; DL = 7525 + = 10 ⇒ 

⇒ Sбок. =
1 (5 20 10 10 10 3 5 2)
2

⋅ + ⋅ + ⋅ = 25(4 + 6 ). 

Ответ: 25(4 + 6 ). 
3. 
Дано: DABC — тетраэдр, высота равна 
5, ∠ACB = 90°, ∠BAC = 30°, CB = 10, 
боковые ребра равнонаклонены к плос-
кости основания. 
Найти: ∠(AC, DB). 
Решение: 

Достроим нашу пирамиду до пирамиды DACBF, ACBF — прямо-
угольник. 
DB = 5510025 =+ ; 

1 1
5 3 152 2cos

55 5

BF AC
DBF

DB DB
∠ = = = = . Ответ: 15arccos

5
. 
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В-2. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой па-
раллелепипед, ABCD — параллело-
грамм, ∠BAD=60°, AD=3 см, AB= 5 см, 
∠(BC1D, ABC)=60°, S(ABC1D1)=63 см2. 
Найти: Sполн.. 
Решение: 
AA1C1C — прямоугольник, т.к. параллелепипед прямой. 
AC = °⋅⋅−+ 120cos352925 = 7 ⇒ AA1 = 9 ⇒ 
⇒ Sполн. = 2 ⋅ 5 ⋅ 9 + 2 ⋅ 3 ⋅ 9 + 2 ⋅ 5 ⋅ 3sin60° = 3(48 + 35 ). 
Ответ: 3(48 + 35 ). 
2. 
Дано: MABCD — пирамида, ABCD — 
ромб, AC=8, BD=6, все двугранные углы 
при основании равны, высота равна 1. 
Найти: Sполн.. 
Решение: 
Т.к. все двугранные углы при основании 
равны, то M проецируется в центр вписанной окружности, т.е. в 
т. O = AC ∩ BD. AD = 5. OH ⊥ AD ⇒ AD ⊥ MH. 

OH =
5

12
5

86
2
1

2
1

2
1

=
⋅⋅

⋅=⋅
AO
S  ⇒ MH =

5
13

25
1441 =+  ⇒ 

⇒ Sполн. = 2
1 ⋅ 6 ⋅ 8 +

2
1 ⋅ 4 ⋅

5
13 ⋅ 5 = 50. 

Ответ: 50. 
3. Дано: MABCD — пирамида, ABCD — 
ромб, AC = 8, BD = 6, все двугранные уг-
лы при основании равны, высота равна 1. 
Найти: ∠(BMC, DMC). 
Решение: 

OE ⊥ MC. MC = 17142 =+ . 

Тогда из ∆MOC: OE =
17
4

=
⋅

MC
MOOC  ⇒ tg∠OED =

4
179  ⇒ 

⇒ ∠(BMC, DMC) = ∠BED = 2arctg
4
173 .  Ответ: 2arctg

4
173 . 
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В-3. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой па-
раллелепипед, ABCD — параллело-
грамм, AB ⊥ BD, AB = 3 см, BD = 4 см, 
∠(AB1C1, ABC) = 45°. 
Найти: Sполн.. 

Решение: S = 2 ⋅
2
1 ⋅ 3 ⋅ 4 = 12 ⇒  

⇒BH =
5

12  (BH ⊥ AD). 

Т.к. ∠(AB1C1; ABC) = 45°, то BH = BB1 = 5
12  ⇒ 

⇒ Sполн. = 2 ⋅ 3 ⋅
5

12 + 2 ⋅ 5 ⋅
5

12 + 2 ⋅ 12 = 62,4. 

Ответ: 62,4 см2. 
2. Дано: MABCD — пирамида, ABCD — 
квадрат, AB = 12, высота равна 5,  
MBA ⊥ ABC, MBC ⊥ ABC. 
Найти: Sполн.. 
Решение: 
Т.к. MBC ⊥ ABC и MBA ⊥ ABC, то  
MB ⊥ ABC ⇒ MA ⊥ AD и MC ⊥ CD (по 

теореме о трех перпендикулярах) ⇒ Sполн. = 122 +
2
1  ⋅ 5⋅12 + 

+ 
2
1 ⋅ 5⋅12 + 22 125

2
1

+ ⋅ 12 + 22 125
2
1

+ ⋅ 12 = 360. 

Ответ: 360. 
3. 
Дано: MABCD — пирамида, ABCD — 
квадрат, AB = 12, MB = 5, MBA ⊥ ABC, 
MBC ⊥ ABC. 
Найти: р(BC, MD). 
Решение: BH ⊥ MA ⇒ по теореме о трех 
перпендикулярах BH⊥MAD ⇒ BH ⊥ MD 
и BH ⊥ BC ⇒ ищем BH. 

BH =
13
60

13
125

=
⋅ .  Ответ: 60

13
. 
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В-4. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой парал-
лелепипед, ABCD — параллелограмм, 
∠BAD = 30°, AD = 2, DC = 32 ,  
∠(AC1, ABC) = 45°. 
Найти: Sбок.. 
Решение: 

34 12 2 2 2 3 cos150 16 8 3 28 2 7
2

AC = + − ⋅ ⋅ ⋅ ° = + ⋅ = =  ⇒ 

⇒ т.к. ∠(AC1, ABC) = ∠C1AC = 45° и параллелепипед прямой, то 
AC = C1C = 72  ⇒ Sбок. = 2 ⋅ 32 ⋅ 72 + 2 ⋅ 2 ⋅ 72 = )31(78 + . 

Ответ: )31(78 + . 
2. 
Дано: MABC — пирамида, высота равна 

53 см, ∠ACB = 90°, AC = 8 см, CB=6 см, 
боковые грани равнонаклонены к плос-
кости основания. 
Найти: Sполн.. 
Решение: 
Т.к. боковые грани равнонаклонены к 
плоскости основания, то т. M проециру-
ется в центр вписанной окружности, пусть ее радиус равен r, то-

гда r =
1086

862
++
⋅

=
P
S =

24
48 = 2. 

Строим MR ⊥ AC, MQ ⊥ CB, MP ⊥ AB ⇒ 
⇒ MP = 445 + = 7; MQ = 445 + = 7; MR = 445 + = 7 ⇒ 

⇒ Sполн.=
1 1 1 16 8 6 7 8 7 10 7
2 2 2 2
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = 24 + 21 + 28 + 35 = 108. 

Ответ: 108 см2. 
3.  
Дано: ABCDA1B1C1D1 — прямой па-
раллелепипед, ABCD — параллело-
грамм, ∠BAD = 30°, AD = 2,  
DC = 32 , ∠(AC1, ABC) = 45°. 
Найти: ∠(A1C; DD1C1C). 
 

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

B

A C

M

MP Q

R

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

H1

StudyPort.ru



 174 

Решение: A1H1 ⊥ D1C1. 

A1H1 =
1 1

32 2 3
2 3

2 3
S

D C

⋅ ⋅
= =  ⇒ 

H1C1 = 2 2(2 7) ( 3) 28 3 5− = − =  ⇒ CH1 = 532825 =+  ⇒ 

⇒ ∠(A1C, DD1C1C) = ∠A1CH1 = arctg 1 1

1

3arctg
53

A H
H C

= . 

Ответ: 3arctg
53

. 

К-5 
В-1. 

1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — 
параллелепипед. 
Изобразить векторы, равные: 
1) BABBDAAC +++ 111 ;  

2) 11CBBA −  
Решение: 
1) BABBDAAC +++ 111 = ABDAAC 111 ++ = 111 DACB + = 

= 111 DADA + = 1DD . 

2) 11CBBA − = 1111 CBAB − = 11AC . 
2. 
Дано: DABC — тетраэдр, M — точка пере-
сечения медиан ∆BDC, E — середина AC. 
Разложить EM  по AC , AB  и AD . 
Решение: DN — медиана BDC ⇒ 

⇒ NMENEM += = DNAB
3
1

2
1

− = 

= )(
6
1

2
1 DCDBAB +− = 

= )(
6
1

2
1 ACDAABDAAB +++− = ADACAB

3
1

6
1

3
1

+− . 

Ответ: ADACAB
3
1

6
1

3
1

+− . 
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3. Дано: a , b , c  — неколлинеарны;  
cbqapm 8++= , cqbah ++= 8  

Найти: p, q: hm λ= . 
Решение: 
p = λ, q = pλ, 8 = qλ ⇒ q = λ2 ⇒ 8 = λ3 ⇒ λ = 2 ⇒ p = 2, q = 4. 
Ответ: p = 2, q = 4. 
4. Дано: DABC — тетраэдр, M — середина AD, H — середина BC. 
Доказать: AB, HM, DC параллельны одной плоскости. 
Решение: 
Надо доказать, что векторы HM , AB , CD  — компланарны. 

DHDMHM −= = DBDCDA
2
1

2
1

2
1

−−  1) 

DCDADBDCAB +−=+   2) 

Из (1) и (2) ⇒ DCABHM
2
1

2
1

−−= . Ч.т.д. 

В-2. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед. 
Изобразить векторы, равные:  
1) ABCCABCB 1111 +++ ;  

2) 1DC CB−  
Решение: 
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1B C AB CC B A B C AB BB B A B C+ + + = + + + =

uuuur uuur uuuur uuuur uuuur uuur uuuur uuuur uuuur
. 

2) 1DC CB− = 1DADC − = CA1 . 
2. Дано: DABC — тетраэдр, E — середина 
AD, M — точка пересечения медиан ∆BDC. 
Разложить EM по векторам: AD , AB и AC . 
Решение: 

DMEDEM += = )(
2
1

3
2

2
1 DCDBAD +⋅+ = 

= )(
3
1

2
1 ADACADABAD −+−+ = 

= ACABAD
3
1

3
1

6
1

++− .  Ответ: ACABAD
3
1

3
1

6
1

++− . 
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3. Дано: cbam −+= , cbah +−= 2 , cbap +−= 8 . 
Доказать: m , h , p  — компланарны. 
Доказательство: 

cbam 2222 −+= ; cbah 3363 +−=  ⇒ hmp 32 += . Ч.т.д. 
4. Дано: DABC — тетраэдр, M — сере-
дина AB, N — середина DC. 
Доказать: середины отрезков MC, MD, 
NA, NB являются вершинами паралле-
лограмма. 
Доказательство: 
Пусть точки P1, P2, P3 и P4 — середины 
соответственно NA, MD, NB и MC. Вы-
берем в пространстве произвольную 
точку O ⇒ 

1221 OPOPPP −= = )(
2
1 ONOAODOM −−+ = )(

2
1 NDAM +  1) 

4343 OPOPPP −= = )(
2
1 OCOMONOB −−+ = )(

2
1 CNMB +  2) 

Но MBAM = , CNND = , тогда из (1) и (2) ⇒ 

21PP = 43PP  ⇒ P1P2P3P4 — параллелограмм. 
Точки P1, P2, P3, P4 не лежат на одной прямой, т.к. точки P2 и P4 
лежат в плоскости MDC, а прямая P1P3 — пересекает эту плос-
кость. Ч.т.д. 

В-3. 
1. 
Дано: ABCDA1B1C1D1 — парал-
лелепипед. 
Изобразить векторы, равные: 
1) 11111 ADBBDCBC +++ ;  

2) BACD 111 − . 
Решение: 
1) 11111 ADBBDCBC +++ = 1 1 1 1 1 1 1B C C D D A B B+ + + = 

= BBADDB 11111 ++ = BBAB 111 + = AB1 . 

2) BACD 111 − = CDCD 111 − = 1CC . 
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2. 
Дано: DABC — тетраэдр, E — середина DB, 
M — точка пересечения медиан ∆ABC. 
Разложить EM  по векторам:  
DA , DB  и DC . 
Решение: 

BMEBEM += = )(
2
1

3
2

2
1 BCBADB +⋅+ = 

= )(
3
1

2
1 DBDCDBDADB −+−+ = DCDBDA

3
1

6
1

3
1

+− . 

Ответ: DCDBDA
3
1

6
1

3
1

+− . 

3. Дано: a , b , c  неколлинеарны, cbkakm 22 ++=  комплана-
рен cbkan ++= . 
Найти: k. 

Решение: nm λ=  ⇒ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

λ=
λ=

λ=

2

2 kk

k

 ⇒ 
⎩
⎨
⎧

=
=λ

2
2

k
 

Ответ: 2. 
4. Дано: ABCDA1B1C1D1 — куб, E — 
середина BD, F — середина C1C. 
Доказать: BC1, EF, DC — параллельны 
одной плоскости. 
Доказательство: 
Пусть 1eAD = , 2eAB = , 31 eAA =  ⇒ 

⇒ 1 2 3
1 ( )
2

EF e e e= + + , 2eDC = ; 

311 eeBC +=  ⇒ 12
1

2
1 BCDCEF +=  ⇒ они компланарны. Ч.т.д. 

В-4. 
1. Дано: ABCDA1B1C1D1 — па-
раллелепипед. 
Изобразить векторы, равные: 
1) DACDBBAB +++ 1 ; 
2) 1ABDB − . 
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Решение: 
1) DACDBBAB +++ 1 = BBABCA 1++ = BBCB 1+ = BBBC 111 + = BC1  
2) 1ABDB − = 1DCDB − = BC1 . 

2. Дано: DABC — тетраэдр, точка M — 
точка пересечения медиан ∆ACD, K — 
середина AB . 
Разложить KM по векторам BA , BC , BD . 
Решение: 

NMKNKM += = )(
2
1

3
1

2
1 DCDABC +⋅− = 

= )(
6
1

2
1 BDBCBDBABC −+−− = 

= BABDBC
6
1

3
1

3
1

−+ .  Ответ: 1 1 1
6 3 3

BA BC BD− + + . 

3. Дано: cbam 32 ++= , cban −−= 2 , cbap 543 −−= . 
Доказать: m , n , p  — компланарны. 
Доказательство: 
Очевидно, mnp −= 2  ⇒ они компланарны. Ч.т.д. 
4. Дано: ABCD — параллелограмм и A1B1C1D — произвольный 
четырехугольник в пространстве. 
Доказать: точки пересечения медиан ∆A1BB1, ∆B1CC1, ∆C1DD1, 
∆A1AD1 являются вершинами параллелограмма. 
Доказательство: 
Пусть M1, M2, M3, M4 — точки пересечения медиан треугольников 
соответственно A1BB1, B1CC1, C1DD1, A1AD1. Выберем в про-
странстве т. O, тогда 

1221 OMOMMM −= = )(
3
1

11 OCOCOB ++ – )(
3
1

11 OBOAOB ++ = 

= )(
2
1

11 BCCA + .  1) 

4334 OMOMMM −= = )(
3
1

11 ODOCOD ++ – )(
3
1

11 ODOAOA ++ = 

= )(
3
1

11 ADCA + .  2) 

Т.к. ABCD — параллелограмм, то ADBC =  ⇒ из (1) и (2) ⇒ 
⇒ 21MM = 34MM  ⇒ M1M2M3M4 — параллелограмм. Ч.т.д. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ДИКТАНТЫ 

МД-1 
В-1. 
1. В каком случае три точки в пространстве не определяют 
положение плоскости, проходящей через эти точки? 
Решение: 
Если лежат на одной прямой. 
2. Могут ли две различные плоскости иметь только одну общую 
точку? 
Решение: 
Нет. 
3. Точка M не лежит на прямой a. Через точку M проводятся пря-
мые, пересекающие прямую a. Лежат ли эти прямые в одной 
плоскости? 
Решение: 
Да. 
4. Каково взаимное положение прямых: 
1) AD1 и MN; 2) AD1 и BC1; 3) MN и DC? 

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

M

N

 
Решение: 
1) скрещиваются; 2) параллельны; 3) пересекаются. 
5. Прямые a и b скрещиваются с прямой c. Могут ли прямые a и b 
пересекаться? 
Решение: 
Да. 
6. Прямая a параллельна плоскости α. Существуют ли на плоско-
сти α прямые, не параллельные a? Если да, то каково их взаимное 
положение? 
Решение: 
Да, скрещиваются. 
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7. Прямые m и n пересекаются в точке M, A ∈ m, B ∈ n, b лежит в 
плоскости α, a || b. Каково взаимное положение прямых b и c? 

A
B

b

n

a

c

m

M

α

 
Решение: Параллельны. 
8. Даны треугольник ABC и плоскость α, AB || α, AC || α. Каково 
взаимное положение прямой BC и плоскости α? 
Решение: 
Параллельны. 
9. Плоскости α и β параллельны. Пересекающиеся в точке M 
прямые a и b пересекают плоскости α в точках A и C, а β — в 

точках B и D, 
3
2

=
AB
AM . Найдите отношение 

MD
MC . 

 
Решение: 

т.к. ∆MAC ∼ ∆MBD, то MA MC
MB MD

= ; 

1

1

MA MA
ABMB MA AB
AM

= =
+ +

= 

= 1 2 2
3 5 51
2

MC
MD

= ⇒ =
+

. 

10. Плоскость α пересекает только боковые ребра параллелепи-
педа. Определить вид сечения. 
Решение: Параллелограмм. 

В-2. 
1. Что можно сказать о взаимном положении двух плоскостей, 
имеющих три общие точки, не лежащие на одной прямой? 
Решение: Совпадают. 

A C

D

β

a

B

b

M

α
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2. Могут ли две различные плоскости иметь только две общие 
точки? 
Решение: Нет. 
3. Прямые a и b пересекаются в точке M. Прямая c, не проходя-
щая через точку M, пересекает прямые a и b. Лежат ли все эти 
прямые в одной плоскости? 
Решение: Да. 
4. Каково взаимное положение прямых: 
1) A1D и MN; 2) A1D и B1C; 3) MN и A1B1? 

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

M

N

 
Решение: 
1) скрещиваются; 2) параллельны; 3) пересекаются. 
5. Прямые a и b скрещиваются с прямой c. Могут ли прямые a и b 
быть параллельными? 
Решение: Да. 
6. Две прямые параллельны одной и той же плоскости. Можно ли 
утверждать, что эти прямые параллельны между собой? Если нет, 
то каково их взаимное положение? 
Решение: Нет, могут пересекаться или скрещиваться. 
7. Прямые m и n параллельны. Точки A и B соответственно при-
надлежат прямым m и n; b лежит в плоскости α, a || b. Каково 
взаимное положение прямых b и c? 

A
B

b

n

a

c

m

α

C

 
Решение:  Параллельны. 
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8. Даны четырехугольник ABCD и плоскость α. Его диагонали AC 
и BD параллельны плоскости α. Каково взаимное положение AB 
и плоскости α? 
Решение: 
Параллельны. 
9. Плоскости α и β параллельны. Пересекающиеся в точке M пря-
мые a и b пересекают плоскость α соответственно в точках B и A, а 

плоскость β — в точках E и F, 2
5

EM
MF

= . Найдите отношение 
MA
MB . 

A

E

M

β

a

B

b

F

α

 
Решение: 2 : 5. 
10. Плоскость α проходит через диагональ основания параллеле-
пипеда и середину одной из сторон верхнего основания. Опреде-
лите вид сечения. 
Решение:  Трапеция. 

МД-2 
В-1. 
1. AB ⊥ α, CD ⊥ α, D ∈ α, B ∈ α, AB = CD. Каково взаимное по-
ложение прямой AC и плоскости α? 
Решение: Параллельны. 
2. К плоскости проведены две равные наклонные. Равны ли их 
проекции? 
Решение: 
Нет, если не равны углы наклона наклонных к плоскости. 
3. Точка M равноудалена от всех вершин прямоугольного тре-
угольника, катеты которого 6 см и 8 см. Расстояние от точки M до 
плоскости треугольника равно 12 см. Найдите расстояние от точ-
ки M до вершин треугольника. 
Решение: 
M проецируется в середину гипотенузы, равной 10 ⇒  

⇒ MA = 22 125 + = 13. 
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4. Основанием прямоугольного параллелепипеда является квад-
рат со стороной, равной a. Расстояние от бокового ребра до 
скрещивающейся с ним диагонали параллелепипеда равно ... . 
Решение: 

a
2
2  — половина диагонали основания. 

5. ABCD — квадрат. AE перпендикулярно плоскости квадрата,  
K ∈ EB. Чему равен угол между BC и AK? 

A

C

D

B

K

E

 
Решение: 90° по теореме о трех перпендикулярах. 
6. В треугольнике ABC AB = 10, ∠A = 30°, BD ⊥ ABC, BD = 12. 
Расстояние от точки D до AC равно ... . 

CHA

D

B

 

Решение: BH — высота, DB ⊥ BH, т.к. DB ⊥ (ABC) 
2 2 2 2 2( sin )DH BD BH BD AB A= + = + ∠ = 22 )30sin10(12 °+ = 13. 

7. Основанием прямоугольного паралле-
лепипеда служит квадрат со стороной, 
равной 4. Диагональ параллелепипеда 
равна 8. Угол между диагональю и боко-
вой гранью равен ... . 
Решение: Искомый угол — ∠B1DC1, 

1 1
1 1

1

4sin
8

B CB DC
B D

∠ = =  ⇒ ∠B1DC1 = 

= 4arcsin 30
8
= °  

C

DA

B

B1

A1

C1
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8. Точка M равноудалена от всех сторон квадрата ABCD, сторона 
которого равна 8 см. Расстояние от точки M до плоскости квадра-
та равно 4 см. Угол между плоскостью MCD и плоскостью квад-
рата равен ... . 
Решение: 45°. 
9. Прямая a и плоскость α перпендикулярны плоскости β. Каково 
взаимное положение прямой a и плоскости α? 
Решение: 
Параллельны. 
10. Треугольник MAB и квадрат ABCD имеют общую сторону AB, 
и их плоскости взаимно перпендикулярны. Угол MAD равен ... . 
Решение: 90°, по ТПП. 

В-2. 
1. AB ⊥ α, CD || AB (B ∈ α, D ∈ α), E ∈ α, ∠ECD = 40°.  
Тогда ∠CED равен ... . 
Решение: 50°. 
2. Две наклонные, проведенные к плоскости, имеют равные про-
екции. Равны ли сами наклонные? 
Решение: Нет. 
3. Точка D равноудалена от всех вершин правильного треуголь-
ника и находится на расстоянии 3 см от его плоскости. Высота 
треугольника равна 6 см. расстояние от точки D до вершины тре-
угольника равно ... . 

B

C

D

OH

A
 

Решение: 2
3

CO CH=  т.к. CH — медиана, 

2
2 2 2 2

3
DC DO OC DO CH⎛ ⎞= + = + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

2
2 23 6 9 16 5

3
⎛ ⎞+ ⋅ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

4. Основанием прямоугольного параллелепипеда служит квадрат 
со стороной, равной a. Расстояние между скрещивающимися диа-
гоналями противоположных граней параллелепипеда равно ... . 
Решение: a. 
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5. ABCD — квадрат. AE перпендикулярно плоскости квадрата,  
M ∈ EC. Угол между BD и AM равен ... . 
Решение: 90°, по ТПП. 

A

C

D

B

M
E

 
 
6. В треугольнике ABC AB = 16 см, ∠A = 30°, BK перпендикуляр-
но к плоскости треугольника. Найдите BK, если расстояние от 
точки K до AC равно 17 см. 
Решение:  

)817)(817()30sin16()17( 22 +−=°⋅− = 3 ⋅ 5 = 15. 
7. В прямоугольном параллелепипеде основанием служит квад-
рат. Диагональ параллелепипеда равна 10 см и составляет с плос-
костью боковой грани угол 60°. Найдите сторону основания. 
Решение: (См. рис. B-1 задача 7.) B1C1 = B1Dsin∠B1DC1 ⇒ сторо-
на равна 10sin60° = 5 3 . 
8. Точка D равноудалена от всех сторон правильного треуголь-
ника ABC. Расстояние от точки D до плоскости треугольника 
равно 32 . Радиус описанной около треугольника окружности 
равен 4. Угол между плоскостью CDB и плоскостью треуголь-
ника равен ... . 
Решение: 

Радиус вписанной окружности равен 2
2
4
=  ⇒ arctg

2
32 = 60°. 

9. Две плоскости перпендикулярны к третьей. Лини пересечения 
этих плоскостей с третьей плоскостью параллельны. Каково вза-
имное положение этих плоскостей? 
Решение:  
Параллельны. 
10. Прямоугольный треугольник ACB (∠C = 90°) и треугольник 
CMB имеют общую сторону BC. Плоскости треугольников вза-
имно перпендикулярны. Угол ACM равен ... . 
Решение: 90°. 
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МД-3 
В-1. 
1. Сторона основания правильной четырехугольной призмы  
ABCDA1B1C1D1 равна 4 см, а боковое ребро 5 см. Найдите пло-
щадь сечения, которое проходит через ребро AA1 и вершину C. 
Решение: 

1 1 1 12 4 2 5 20 2AA C CS AA AC AB AA= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = . 

2. В правильной треугольной призме сторона основания равна 
3 см, а диагональ боковой грани составляет с плоскостью основа-
ния угол 60°. Площадь боковой поверхности призмы равна ... . 
Решение: Sбок. = 3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ tg60° = 27 3 . 
3. В наклонном параллелепипеде основанием служит квадрат. 
Две противоположные боковые грани перпендикулярны к плос-
кости основания. Все ребра параллелепипеда равны 4 см. Найди-
те площадь каждой из наклонных боковых граней. 
Решение: 4 ⋅ 4 = 16. 
4. В наклонной треугольной призме ABCDA1B1C1D1 основани-
ем служит правильный треугольник со стороной, равной a. 
Боковое ребро равно b, ∠A1AC = ∠A1AB. Площадь грани 
CC1B1B равна ... . 
Решение: ab. 
5. В наклонной треугольной призме боковое ребро равно 10 см. 
Площади двух боковых граней равны 30 см2 и 40 см2, угол между 
ними прямой. Площадь боковой поверхности призмы равна ... . 
Решение: 30 + 40 + 50 =120. 
6. В правильной четырехугольной пирамиде угол между диагональю 
основания и скрещивающимся с ней боковым ребром равен ... . 
Решение: 90°. 
7. В правильной четырехугольной пирамиде угол между проти-
воположными боковыми гранями равен 40°. Найдите угол накло-
на боковых граней к плоскости основания. 

Решение: 
2
1 (180° – 40°) = 70°. 

8. Основанием пирамиды служит треугольник со стороной, рав-
ной 8 см, и противоположным этой стороне углом в 150°. Боко-
вые ребра наклонены к основанию под углом 45°. Высота пира-
миды равна ... . 

Решение: 8

2
12

8
150sin2

8
=

⋅
=

°
. 
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9. Основанием пирамиды служит трапеция, основания которой 
равны 2 см и 8 см. Боковые грани пирамиды равнонаклонены к 
плоскости основания. Высота одной из боковых граней равна 10 
см. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды. 

Решение: 
2
1 (8 + 2) ⋅ 10 ⋅ 2 = 100. 

10. В пирамиде MABCD основанием служит квадрат со стороной, 
равной a. Грань MAB — правильный треугольник, плоскость ко-
торой перпендикулярна к плоскости основания. Площади граней 
MAD и MBC равны ... . 

Решение: S(MAD) = 1
2

a a⋅ .  S(MBC) = S(MAD) =
2

2a . 

В-2. 
1. Сторона основания правильной четырехугольной призмы  
ABCDA1B1C1D1 равна 3 см, а боковое ребро 4 см. Найдите пло-
щадь сечения, которое проходит через сторону основания AD и 
вершину C1. 

Решение: 15343 22 =+⋅ . 
2. В правильной треугольной призме боковое ребро равно 4 см, а 
диагональ боковой грани составляет с плоскостью основания 
угол 45°. Площадь боковой поверхности призмы равна ... . 
Решение: 3 ⋅ 4 ⋅ 4 = 48. 
3. В наклонном параллелепипеде основанием служит квадрат. 
Две противоположные боковые грани перпендикулярны к плос-
кости основания. Все ребра параллелепипеда равны между собой. 
Площадь наклонной боковой грани равна 25 см2. Длина ребра 
параллелепипеда равна ... . 
Решение: 5. 
4. Основанием наклонного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 слу-
жит квадрат со стороной, равной a. Боковое ребро равно b. Вер-
шина A1 равноудалена от всех вершин нижнего основания. Пло-
щадь диагонального сечения BB1D1D равна ... . 
Решение: AA1 ⊥ BD по ТТП. 

1 1 1 2DB D DS BD AA ab= ⋅ = . 

5. В наклонной треугольной призме боковое ребро равно 5 см. 
Площади двух боковых граней равны 20 см2, угол между ними 
60°. Площадь боковой поверхности призмы равна ... . 
Решение: 60. 
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6. В правильной треугольной пирамиде угол между скрещиваю-
щимися ребрами равен ... . 
Решение: 90°. 
7. В правильной четырехугольной пирамиде боковые грани на-
клонены к основанию под углом 50°. Угол между противополож-
ными боковыми гранями пирамиды равен ... . 
Решение: (180 – 50°·2) = 80°. 
8. В пирамиде основанием служит треугольник со стороной, рав-
ной 6 см и противолежащим углом 30°. Боковые ребра наклонены 
к основанию под углом 60°. Длина бокового ребра равна ... . 

Решение: 
O — центр описанной окружности. 

2sin
ACAO

B
=

∠
, 

cos
AOAD

BAO
=

∠
 ⇒  

⇒ AD = 12

2
1

2
12

6

60cos
30sin2

6

=
⋅

=
°
°⋅ . 

9. Основанием пирамиды служит трапеция, боковые стороны ко-
торой равны 2 см и 4 см. Боковые грани пирамиды равнонакло-
нены к плоскости основания. Высота одной из боковых граней 
равна 5 см. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды. 

Решение: 5 ⋅
2
1 (4 + 2) ⋅ 2 = 30. 

10. Основанием пирамиды MABCD служит квадрат со стороной 
6 см. Ребро MB перпендикулярно к плоскости основания. Рав-
ные боковые ребра равны 8 см. Площадь наклонных боковых 
граней равна ... . 
Решение: 24. 

МД-4 
В-1. 

1.  
DABC — правильная треугольная пирамида. 
Сторона основания равна 3 . Боковые реб-
ра наклонены к основанию под углом 60°. 
Найдите: || ACCBDA ++ . 
Решение: 

B

C

D

O
A

B

C

D

O
A

H
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2 cos
cos 3 cos

BO BC HBCDB
DBO DBO

⋅ ∠
= = =

∠ ∠
 DA CB AC DB+ + =  

2. Ребро куба ABCDA1B1C1D1 равно 1. Найдите: || 11 DADC − . 

Решение: 2 . 
3. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, A1C пересекает B1D в точке 
M, DMxDB =1 . Найдите x. 
Решение: –2. 
4. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. Укажите какой-нибудь век-
тор с началом и концом в вершинах параллелепипеда, который 
был бы компланарен с векторами AB1 и AC. 
Решение: AC1. 
5. ADyABxAC += .  
Могут ли прямые AC и BD быть скрещивающимися? 
Решение: 
Нет, т.к. c ∈ (ABD), т.е. A1B1C1D лежат в одной плоскости. 
6. cbam

rrrr
+−= , cban

rrrr
22 +−= , cbap

rrrr
+−= 43 , cbak

rrrr
323 +−= . 

Укажите тройку компланарных векторов. 
Решение: m

r , n
r , k

r
. 

7. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед. Найдите: 1BBBCBA ++ . 

Решение: 1BD . 
8. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, D1C пересекает C1D в точке 
M. Выразите вектор AM  через векторы 1AD  и AC . 

Решение: ACAD
2
1

2
1

1 + . 

9. PABCD — пирамида, ABCD — параллелограмм, aPA
r

= , 

bPB
r

= , cPC
r

= . Выразите вектор xPD
r

= через векторы a
r , b

r
 и c

r . 

Решение: bcabcbabADBAPBPD
rrrrrrrr

−+=−+−+=++= )()( . 
10. В правильной треугольной пирамиде DABC отрезок DO — 
высота. Разложите вектор DO  по векторам DA , DB  и DC . 

Решение: 2 1 ( )
3 2

DO DC CO DC CA CB= + = + ⋅ +
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

= 

= 1 1( ) ( )
3 3

DC DA DC DB DC+ − + −
uuur uuur uuur uuur uuur

= ( )1
3

DA DB DC+ +
uuur uuur uuur

. 
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В-2. 
1. Основанием пирамиды MABC служит прямоугольный треуголь-
ник ACB (∠C = 90°), AC = 6, BC = 8. Боковые ребра пирамиды на-
клонены к основанию под углом 60°. Найдите: || CBBMAC ++ . 

Решение: AC BM CD AM+ + =
uuur uuuur uuur uuuur

, 

2 2

2cos60 2cos60
AB AC BCAM +

= =
° °

= 10
60cos

5
=

°
. 

2. В правильной треугольной призме ABCA1B1C1 сторона основа-
ния равна 1, точка E — середина A1C1.  
Найдите: || 1CBCE − . 

Решение: 
2
3 . 

3. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, A1C пересекает B1D в точке 
M, CMxCA =1 . Найдите x. 
Решение: –2. 
4. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, E и F — середины AD и 
CD соответственно. Будут ли быть компланарны векторы AC , 

EF  и 1DD ? 
Решение: Да. 
5. cbam

rrrr
+−= 2 , cban

rrrr
2−+−= , cbap

rrrr
++= 2 , cbak

rrrr
23 ++= . 

Укажите тройку компланарных векторов. 
Решение: m

r , p
r , k

r
. 

6. ADyABxAC +≠ . При всех x и y AB  и AD  не являются 
коллинеарными. Могут ли пересекаться прямые AC и BD? 
Решение: Нет. 
7. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед.  
Найдите: CCDCBC 11111 ++ . 

Решение:  AC1 . 
8. ABCDA1B1C1D1 — параллелепипед, AB1 пересекает A1B в точке 
E. Выразите вектор DE  через векторы 1DB  и DA . 

Решение: )(
2
1

1 DADB + . 
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9. В пирамиде EABCD основанием служит параллелограмм 
ABCD, mEB

r
= , nEC

r
= , pED

r
= , yEA

r
= . Выразите вектор y

r  
через векторы m

r , n
r  и p

r . 
Решение: y

r = p
r + m

r – n
r . 

10. В тетраэдре DABC отрезки DE и CF — медианы грани BDC, 
DE пересекает CF в точке O. Выразите вектор AD  через векторы 
AO , AC  и AB . 
Решение: ACABAO −−3 . 
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